
×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå òð¼õìåðíûõ ãèïåðçâóêîâûõ

ãàçîâûõ ïîòîêîâ ìåòîäîì RKDG

Êîðÿêîâ Ìèõàèë Íèêîëàåâè÷

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èìåíè Í.Ý.Áàóìàíà (Ìîñêâà), Ðîññèÿ
e-mail: mkoryakov@bmstu.ru

Çàõàðîâ Àíäðåé Àëåêñååâè÷

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èìåíè Í.Ý.Áàóìàíà (Ìîñêâà), Ðîññèÿ

Äèìèòðèåíêî Þðèé Èâàíîâè÷

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èìåíè Í.Ý.Áàóìàíà (Ìîñêâà), Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäå-
ëèðîâàíèå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ãàçîâîé
äèíàìèêå. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíå-
íèé Ýéëåðà íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå
ïîëó÷èëè êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ñõåìû âòî-
ðîãî ïîðÿäêà (Ìàê-Êîðìàêà, TVD, ENO).
Íî âñå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ìåòîäû èìåþò
ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê - âûñîêóþ ÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòü ê êà÷åñòâó ñåòêè. ×òîáû ïî-
ëó÷èòü ðåøåíèå, ñåòêà äîëæíà áûòü ãëàä-
êîé âî âñåé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè (ìàòðèöû
ßêîáè íå äîëæíû èìåòü ðàçðûâîâ). Íî
äàííîå óñëîâèå î÷åíü òðóäíî âûïîëíèòü
ïðè ðàññìîòðåíèè ðåàëüíûõ ëåòàòåëüíûõ
àïïàðàòîâ ñî ñëîæíîé ãåîìåòðèåé, íàïðè-
ìåð, íà àñèììåòðè÷íîì êîíóñå ñ ýëëèïòè÷-
íîé âåðõíåé ïîâåðõíîñòüþ [1]. Óêàçàííîãî
íåäîñòàòêà ëèøåíû êîíå÷íî-îáú¼ìíûå ìå-
òîäû íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ.

Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ìå-
òîä RKDG (Runge-Kutta Discontinuous
Galerkin) [2] âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè,
ïðèìåíÿåìûé ê òåòðàýäðàëüíûì ýëåìåí-
òàì. Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþ-
ùåì. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà çàïèñûâàþòñÿ â
äèâåðãåíòíîì âèäå, âíóòðè êàæäîãî òåò-
ðàýäðà ââîäèòñÿ ñèñòåìà ïðîáíûõ ëèíåé-
íûõ ôóíêöèé φi(x), à ðåøåíèå àïïðîê-
ñèìèðóåòñÿ ôóíêöèåé U = a0(t)φ0(x) +

a1(t)φ1(x)+a2(t)φ2(x)+a3(t)φ3(x). Ìåæýëå-
ìåíòíûå ãðàíè÷íûå ïîòîêè âû÷èñëÿþòñÿ
ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è Ðèìàíà î ðàñïàäå ðàçðûâà, â êî-
òîðîé èñõîäíûìè äàííûìè ñëóæàò çíà÷å-
íèÿ ôóíêöèè U íà ãðàíèöå ñìåæíûõ ÿ÷å-
åê. Äàëåå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà óìíîæàþòñÿ
íà êàæäóþ èç ïðîáíûõ ôóíêöèé è èíòå-
ãðèðóåòñÿ ïî îáú¼ìó ýëåìåíòà. Èíòåãðàëû
âû÷èñëÿþòñÿ ïî êâàäðàòóðíûì ôîðìóëàì
Ãàóññà. Ïîñëå ýòîãî ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ai(t),
êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû.
Ïðè ðàññìîòðåíèè ãèïåðçâóêîâûõ òå÷åíèé
âîçíèêàþò ðàçðûâû ðåøåíèÿ (óäàðíûå è
êîíòàêòíûå âîëíû). Äëÿ ïðàâèëüíîãî âîñ-
ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ îñîáåííîñòåé íà êàæ-
äîì øàãå ïî âðåìåíè íåîáõîäèìî ïðîâî-
äèòü ïðîöåäóðó ìîíîòîíèçàöèè [3].

Ñõåìà RKDG ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíå-
íà è íà ñèñòåìó óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà.
Îïðîáàöèÿ ìåòîäà ïðîèçâåäåíà íà ðÿäå òå-
ñòîâûõ çàäà÷ (çàäà÷à ðàñïàäà ðàçðûâà, òå-
÷åíèå â êàíàëå ñî ñòóïåíüêîé, îáòåêàíèå
ñôåðû), íà êàæäîé èç êîòîðûõ ïîëó÷åíû
êà÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû.

Ê äîñòîèíñòâàì îïèñàííîãî ìåòîäà ìîæ-
íî îòíåñòè âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè, ìîíî-
òîííîñòü ðåøåíèÿ, êîìïàêòíîñòü øàáëîíà,
îòñòóòñòâèå òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè ñåòêè.
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2 Êîðÿêîâ Ì.Í., Çàõàðîâ À.À., Äèìèòðèåíêî Þ.È.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä RKDG ìîæåò áûòü
óñïåøíî ïðèìåíåí ê ðåøåíèþ ñëîæíûõ èí-
æåíåðíûõ çàäà÷ â îáëàñòè àýðîäèíàìèêè.
Èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíû ïðè ÷àñòè÷íîé

ïîääåðæêå ãðàíòîâ Ïðåçèäåíòà ÐÔ ÌÊ-
3150.2012.8 è ÌÊ-3218.2013.8. Ðåçóëüòàòû
ìîäåëèðîâàíèÿ áûëè ïîëó÷åíû ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ñóïåðêîìïüþòåðà ÑÊÈÔ ÌÃÓ
"×åáûøåâ".
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