
Àííîòàöèÿ

Ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì áûñòðîãî íóìåðàöèîííîãî
êîäèðîâàíèÿ äëÿ îñíîâíûõ çàäà÷ òåîðèè èíôîð-
ìàöèè, òàêèõ êàê:
1) êîäèðîâàíèå äâîè÷íûõ ñëîâ çàäàííîé äëèíû

ñ çàäàííûì êîëè÷åñòâîì åäèíèö è ÷àñòíûé ñëó-
÷àé ýòîé çàäà÷è, êîãäà êîëè÷åñòâî åäèíèö â ñëîâå
ðàâíî êîëè÷åñòâó íóëåé;
2) êîäèðîâàíèå ñëîâ ñ îãðàíè÷åíèåì íà êîëè-

÷åñòâî ïîäðÿä èäóùèõ îäèíàêîâûõ ñèìâîëîâ. Ýòà
çàäà÷à èìååò ïðèëîæåíèå â ìàãíèòíîé çàïèñè è
íåêîòîðûõ äðóãèõ îáëàñòÿõ;
3) êîäèðîâàíèå ýëåìåíòîâ ãðàññìàíèàíà è êîäè-

ðîâàíèå ñëîâ ÿçûêîâ Äèêà.
Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä

áûñòðîé íóìåðàöèè è äåíóìåðàöèè êîìáèíàòîð-
íûõ îáúåêòîâ, ïðåäëîæåííûé Á. Ðÿáêî [21]. Ïðè
ýòîì ìåòîä äåíóìåðàöèè áûë ñóùåñòâåííî ìîäè-
ôèöèðîâàí. Ïðåäëàãàåìûé íàìè àëãîðèòì èìååò
ìåíüøóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü, ÷åì äðóãèå
èçâåñòíûå àëãîðèòìû.

1 Ââåäåíèå

Â òåîðèè èíôîðìàöèè åñòü íåñêîëüêî çàäà÷ ñîçäà-
íèÿ áûñòðûõ àëãîðèòìîâ êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðî-
âàíèÿ íåêîòîðûõ îñîáûõ ìíîæåñòâ ñëîâ.
Ïåðâàÿ èç òàêèõ çàäà÷ � çàäà÷à ñîçäàíèÿ áûñò-

ðîãî íóìåðàöèîííîãî êîäà äëÿ äâîè÷íûõ ñëîâ çà-
äàííîé äëèíû ñ çàäàííûì êîëè÷åñòâîì åäèíèö.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî âñåõ äâîè÷íûõ

ñëîâ çàäàííîé äëèíû, èìåþùèõ çàäàííîå êîëè÷å-
ñòâî åäèíèö. Àëãîðèòì íóìåðàöèîííîãî êîäèðîâà-
íèÿ ïîçâîëÿåò ïî äàííîìó ñëîâó èç ìíîæåñòâà S
íàõîäèòü åãî êîäîâîå ñëîâî èëè íîìåð, ò. å. öå-
ëîå ÷èñëî èç ïðîìåæóòêà [0, |S| − 1]. Àëãîðèòì
íóìåðàöèîííîãî äåêîäèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ïî êî-
äîâîìó ñëîâó, ò. å. öåëîìó ÷èñëó èç ïðîìåæóòêà
[0, |S| − 1], íàõîäèòü ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ñëîâî
èç ìíîæåñòâà S. Îñîáûé èíòåðåñ èìååò ÷àñòíûé
ñëó÷àé ýòîé çàäà÷è, êîãäà êîëè÷åñòâî åäèíèö ðàâ-
íî ïîëîâèíå äëèíû ñëîâà [15].
Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à, ïðèâëåêàþùàÿ âíèìàíèå

ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé � çàäà÷à ñîçäàíèÿ áûñò-

ðûõ íóìåðàöèîííûõ êîäîâ äëÿ ñëîâ ñ çàäàí-
íûì îãðàíè÷åíèåì íà êîëè÷åñòâî ïîäðÿä èäóùèõ
îäèíàêîâûõ ñèìâîëîâ (dklr-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé).
Ýòà çàäà÷à èìååò âàæíîå ïðèëîæåíèå â ìàãíèòíîé
è îïòè÷åñêîé çàïèñè, òàê æå êàê â îïòè÷åñêîé ïå-
ðåäà÷å äàííûõ è áûëà ðàññìîòðåíà âî ìíîæåñòâå
ðàáîò, òàêèõ êàê [14], [1], [3], [9] è äð.

Òðåòüÿ çàäà÷à � áûñòðûå íóìåðàöèîííûå êî-
äû äëÿ ýëåìåíòîâ ãðàññìàíèàíà. Ýòà çàäà÷à èìå-
åò ïðèëîæåíèå â ñåòåâîì êîäèðîâàíèè [5], [13], [7],
[12], [12].

Ìû òàêæå ðàññìàòðèâàåì áûñòðûé íóìåðàöè-
îííûé êîä äëÿ ñëîâ ÿçûêîâ Äèêà. Êîäèðóåìîå
ìíîæåñòâî ñëîâ â ýòîì ñëó÷àå � ýòî ìíîæåñòâî
ñáàëàíñèðîâàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû 2n
îòêðûâàþùèõ è çàêðûâàþùèõ ñêîáîê k òèïîâ.
Íåîáõîäèìîñòü áûñòðîé íóìåðàöèè è äåíóìåðàöèè
ñëîâ ÿçûêîâ Äèêà âîçíèêàåò ïðè ðàáîòå òðàíñëÿ-
òîðîâ ÿçûêîâ âûñîêîãî óðîâíÿ, äëÿ ñæàòèÿ ïðà-
âèëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñêîáîê è ñëó÷àéíîé
ãåíåðàöèè ïðàâèëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñêî-
áîê [20], [16], [17].

Â äàííîé ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ìå-
òîäà èç ðàáîòû [21] äëÿ áûñòðûõ àëãîðèòìîâ íó-
ìåðàöèè è äåíóìåðàöèè è ïðåäëàãàåòñÿ îñíîâûâà-
þùèéñÿ íà äàííîì ìåòîäå àëãîðèòì äëÿ íàçâàí-
íûõ çàäà÷. Àëãîðèòì îïèñûâàåòñÿ íà ïðèìåðå íó-
ìåðàöè ñëîâ ÿçûêîâ Äèêà. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû,
ñâÿçàííûå ñ êîäèðîâàíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ
îãðàíè÷åíèåì íà êîëè÷åñòâî ïîäðÿä èäóùèõ îäè-
íàêîâûõ ñèìâîëîâ îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå àâòîðà
[19]. Ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ êîäèðîâàíèåì ýëå-
ìåíòîâ ãðàññìàíèàíà, îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [18].

2 Íóìåðàöèîííîå êîäèðîâà-

íèå ñëîâ ÿçûêîâ Äèêà

Ñëîâàìè ÿçûêà Äèêà íàä àëôàâèòîì, ñîñòîÿùèì
èç 2m áóêâ ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðà-
âèëüíî âëîæåííûõ ñêîáîê m òèïîâ. Ðàññìîòðèì
â êà÷åñòâå ïðèìåðà âñå ñëîâà äëèíû n = 4 ÿçû-
êà Äèêà íàä øåñòüþ áóêâàìè, ò. å. ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè äëèíû 4 ïðàâèëüíî âëîæåííûõ ñêîáîê òð¼õ
òèïîâ. Âñåãî òàêèõ ñëîâ 18, ñì. òàáëèöó 1. Ñîïî-
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ñòàâèì èì íîìåðà, çàïèñàííûå â äâîè÷íîì âèäå,
äëèíû dlog2 18e = 5. Â ïåðâûé ñòîëáåö çàïèøåì
âñå òàêèå ñëîâà, à âî âòîðîé çàïèøåì èõ íîìåðà â
äâîè÷íîì âèäå.

Ñëîâî Íîìåð Ñëîâî Íîìåð
( ( ) ) 00000 [ ] [ ] 01001
( ) ( ) 00001 [ { } ] 01010
( [ ] ) 00010 [ ] { } 01011
( ) [ ] 00011 { ( ) } 01100
( { } ) 00100 { } ( ) 01101
( ) { } 00101 { [ ] } 01110
[ ( ) ] 00110 { } [ ] 01111
[ ] ( ) 00111 { { } } 10000
[ [ ] ] 01000 { } { } 10001

Òàáëèöà 1.

Àëãîðèòì íóìåðàöèè ñòàâèò ñëîâó, ïðèíàäëåæà-
ùåìó ÿçûêó Äèêà íàä àëôàâèòîì, ñîñòîÿùèì èç
2m áóêâ, äëèíû n ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç íóëåé è
åäèíèö, ò. å. åãî íîìåð. Íàïðèìåð, äëÿ ìíîæåñòâà
ñëîâ ÿçûêà Äèêà íàä àëôàâèòîì 6 äëèíû 4, ðàñ-
ïîëîæåííûõ â ïîðÿäêå, óêàçàííîì â òàáëèöå, ïî
äàííîìó ñëîâó ( ) { } àëãîðèòì äîëæåí íàõîäèòü
åãî íîìåð 00101.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì áûñòðûé àëãî-
ðèòì íóìåðàöèè è äåíóìåðàöèè íà ïðèìåðå ìíî-
æåñòâà ñëîâ ÿçûêîâ Äèêà íàä àëôàâèòîì {0, 1}.
Àëãîðèòì íóìåðàöèè ñëîâ äëèíû n ÿçûêîâ Äèêà

íàä àëôàâèòîì 2m, îñíîâàííûé íà ìåòîäå Êîâåðà
[2], èìååò ñëîæíîñòü O(n2) áèòîâûõ îïåðàöèé íà
îäíî íóìåðóåìîå ñëîâî, èëè O(n) áèòîâûõ îïåðà-
öèé íà îäèí ñèìâîë íóìåðóåìîãî ñëîâà.

Ìåòîä íóìåðàöèè ñëîâ äëèíû n ÿçûêîâ Äè-
êà íàä àëôàâèòîì 2m, ïðåäëàãàåìûé â äàí-
íîé ðàáîòå è îñíîâàííûé íà ïîäõîäå èç ðàáîòû
[21], èìååò ñëîæíîñòü O(log n/nM(n log n)) áèòî-
âûõ îïåðàöèé íà îäèí ñèìâîë íóìåðóåìîãî ñëî-
âà, ãäå M(n log n) âðåìÿ óìíîæåíèÿ èëè äåëå-
íèÿ ñëîâ äëèíû n log n. Åñëè èñïîëüçîâàòü ìå-
òîä Ø¼íõàãå-Øòðàññåíà [10], ñëîæíîñòü êîòîðîãî
n log n log log n ïðè óìíîæåíèè èëè äåëåíèè ñëîâ
äëèíû n, òî ñëîæíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòî-
äà O(log3 n log log n) íà îäèí ñèìâîë íóìåðóåìîãî
ñëîâà. Åñëè èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ôþðåðà [4], ñëîæ-
íîñòü êîòîðîãî n log n2O(log∗ n) ïðè óìíîæåíèè èëè

äåëåíèè ñëîâ äëèíû n, òî ñëîæíîñòü ðàññìàòðè-
âàåìîãî ìåòîäà O(log3 n2O(log∗ n)) íà îäèí ñèìâîë
íóìåðóåìîãî ñëîâà.

2.1 Íóìåðàöèÿ ñëîâ ÿçûêîâ Äèêà

íàä àëôàâèòîì {0, 1}
Îáîçíà÷èì D2m

n ìíîæåñòâî ñëîâ ÿçûêà Äèêà íàä
àëôàâèòîì, ñîñòîÿùèì èç 2m áóêâ, äëèíû n.
Ïîêàæåì, êàê ïðèìåíÿåòñÿ áûñòðûé àëãîðèòì

íóìåðàöèè, ïðåäëàãàåìûé â äàííîé ñòàòüå, äëÿ íó-
ìåðàöèè ñëîâ ÿçûêà Äèêà äëèíû n íàä àëôàâèòîì
{0, 1}, ò. å. ñëîâ ìíîæåñòâà D2

n.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà áóäåì èñêàòü íîìåð ñëîâà

w = 01010011 ∈ D2
8.

Îïèñàíèå áóäåò óäîáíî íà÷àòü ñ îïèñàíèÿ íà-
õîæäåíèÿ íîìåðà ñëîâà w ñðåäè ìíîæåñòâà S, ãäå
S � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ñëîâ äëèíû n, êî-
òîðûé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç codeS(w) ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà Êîâåðà èç [2].
Ñîãëàñíî [2], íîìåð ñëîâà w = x1 . . . xn èç çàäàí-

íîãî ìíîæåñòâà ñëîâ S äëèíû n, óïîðÿäî÷åííîãî
ëåêñèêîãðàôè÷åñêè, ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

codeS(w) =

n∑
i=1

∑
χ<xi

NS(x1x2...xi−1χ), (1)

ãäåNS(x1x2...xi−1χ)� êîëè÷åñòâî ñëîâ ìíîæåñòâà
S, íà÷èíàþùèõñÿ ñ x1x2...xi−1χ.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü ýòó ôîðìóëó äëÿ

íóìåðàöèè ñëîâ ìíîæåñòâà D2
n, íóæíî îïåðåäå-

ëèòü, ÷åìó ðàâíû çíà÷åíèÿ ND2
n
(x1 . . . xi), 0 < i ≤

n.
Íàéäåì, ÷åìó ðàâíî ND2

8
(01), ò. å. ñêîëüêî ñëîâ

ìíîæåñòâà D2
8 íà÷èíàþòñÿ íà 01. Ñëîâàìè ìíî-

æåñòâà D2
8, íà÷èíàþùèìèñÿ íà 01 áóäóò ÿâëÿòüñÿ

ñëîâà, ñîñòîÿùèå èç ÷åòûðåõ íóëåé è ÷åòûðåõ åäè-
íèö, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ íà 01, êðîìå òåõ, êîòî-
ðûå íå ñîîòâåòñòâóþò ïðàâèëüíûì ðàññòàíîâêàì
ñêîáîê. Êîëè÷åñòâî âñåõ ñëîâ, ñîñòîÿùèõ èç ÷åòû-
ðåõ íóëåé è ÷åòûðåõ åäèíèö, íà÷èíàþùèõñÿ íà 01
ëåãêî íàéòè, îíî ðàâíî êîëè÷åñòâó âñåõ ñëîâ, ñî-
ñòîÿùèõ èç òðåõ íóëåé è òðåõ åäèíèö, ò. å. C3

6 = 20.
Ñëîâà, íà÷èíàþùèåñÿ íà 01, ñîñòîÿùèå èç ÷åòû-

ðåõ íóëåé è ÷åòûðåõ åäèíèö è íå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïðàâèëüíûì ðàññòàíîâêàì ñêîáîê, ýòî òàêèå ñëîâà
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èç ÷åòûðåõ íóëåé è ÷åòûðåõ åäèíèö, äëÿ êîòîðûõ
ñóùåñòâóåò òàêîå j, 2 < j ≤ 8, ÷òî êîëè÷åñòâî
åäèíèö â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x1x2...xj ïðåâûøàåò
êîëè÷åñòâî íóëåé â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñó-
ùåñòâóåò âçàèìîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå òàêèõ
ñëîâ è âñåõ ñëîâ, ñîñòîÿùèõ èç òð¼õ íóëåé è ïÿòè
åäèíèö è íà÷èíàþùèõñÿ íà 01. Ýòî îòîáðàæåíèå
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ñëîâà,
íå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðàâèëüíîé ðàññòàíîâêå ñêî-
áîê, åñòü òàêèå j, 2 < j ≤ 8, ÷òî êîëè÷åñòâî åäèíèö
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x1x2...xj ïðåâûøàåò êîëè÷å-
ñòâî íóëåé â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äëÿ êàæäî-
ãî òàêîãî ñëîâà ìîæíî íàéòè ìèíèìàëüíîå ñðåäè
âñåõ j. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ òàêîãî j êîëè÷å-
ñòâî åäèíèö â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x1x2...xj ïðåâû-
øàåò êîëè÷åñòâî íóëåé íà îäèí ñèìâîë. Çàìåíèì
òåïåðü â ñëîâå âñå ñèìâîëû ïîñëå j-ãî íà ïðîòèâî-
ïîëîæíûå. Ïîëó÷àåì ñëîâî èç òð¼õ íóëåé è ïÿòè
åäèíèö, íà÷èíàþùååñÿ íà 01. Ò. ê. ýòî îòîáðàæå-
íèå âçàèìîîäíîçíà÷íîå, êîëè÷åñòâî ñëîâ, íà÷èíà-
þùèõñÿ íà 01, ñîñòîÿùèõ èç ÷åòûðåõ íóëåé è ÷å-
òûðåõ åäèíèö è íå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðàâèëüíûì
ðàññòàíîâêàì ñêîáîê, ðàâíî êîëè÷åñòâó âñåõ ñëîâ,
íà÷èíàþùèõñÿ íà 01 è ñîñòîÿùèõ èç òð¼õ íóëåé è
ïÿòü åäèíèö. Òàêèõ ñëîâ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ñëîâ,
ñîñòîÿùèõ èç äâóõ íóëåé è ÷åòûðåõ åäèíèö, ò. å.
C2

6 = 15. Òàêèì îáðàçîì, ND2
8
(01) = C3

6 − C2
6 = 5.

Â îáùåì âèäå, C
n/2−z
n−i − C

n/2−z−1
n−i =

(n− i)!/((n/2− z)! (n/2− i+ z)!) −
(n− i)!/((n/2− z − 1)! (n/2− i+ z + 1)!) =
(n− i)!(2z − i+ 1)/((n/2− z)! (n/2− i+ z + 1)!),
ò. å.

ND2
n
(x1x2...xi) =

(n− i)!(2z − i+ 1)

(n/2− z)! (n/2− i+ z + 1)!
, (2)

ãäå z � êîëè÷åñòâî íóëåé â x1x2...xi, ïðè òîì, ÷òî
x1x2...xi ìîæåò áûòü íà÷àëîì ñëîâà, ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ïðàâèëüíîé ðàññòàíîâêå ñêîáîê äëèíû n.
Åñëè x1x2...xi íå ìîæåò áûòü íà÷àëîì ñëîâ, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ïðàâèëüíîé ðàññòàíîâêå ñêîáîê äëè-
íû n, òî î÷åâèäíî ND2

n
(x1...xi) = 0.

Ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà Êîâåðà èñïîëüçóåòñÿ
âñïîìîãàòåëüíàÿ òàáëèöà, â êîòîðîé õðàíÿòñÿ âñå
âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ NS(x1x2...xi−1χ) èëè âñå âîç-
ìîæíûå çíà÷åíèÿ

∑
χ < xiNS(x1x2...xi−1χ), 0 <

i ≤ n. Ýòà òàáëèöà ñòðîèòñÿ îäèí ðàç è çàòåì èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ âñåõ ïîñëåäóþùèõ ïîèñêîâ íîìåðà
ñëîâ ìíîæåñòâà S.

Â ñëó÷àå ìíîæåñòâà D2
n äîñòàòî÷íî òàáëèöû,

â êîòîðîé êàæäîé ïàðå i, 0 < i ≤ n, è z, 0 ≤
z ≤ i ñîïîñòàâëÿåòñÿ çíà÷åíèå ND2

n
(x1...xi) =

(n−i)!(2z−i+1)
(n/2−z)! (n/2−i+z+1)! (2). Ðàçìåð òàêîé òàáëèöû ðà-

âåí O(n3).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîìåðà ñëîâà w ∈ D2
n ñîãëàñíî

(1) äëÿ êàæäîãî i, 0 < i ≤ n, òàêîãî, ÷òî xi = 1,
íàõîäèòñÿ çíà÷åíèå z, ðàâíîå êîëè÷åñòâó íóëåé â
ñëîâå x1...xi−10, çàòåì íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ òàá-
ëèöû íàõîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ïàðå i è z çíà÷å-
íèå ND2

n
(x1...xi), çàòåì ñêëàäûâàþòñÿ âñå íàéäåí-

íûå çíà÷åíèÿ ND2
n
(x1...xi).

Â äàííîì ïðèìåðå: codeD2
8
(01010011) =

ND2
8
(00) + ND2

8
(0100) + ND2

8
(0101000) +

ND2
8
(01010010) = 9 + 3 + 0 + 0 = 12.

Çíà÷åíèÿ ND2
8
(00), ND2

8
(0100) ïðè ýòîì áåðóò-

ñÿ èç çàðàíåå ïîñòðîåííîé òàáëèöû. Ïðè çíà÷å-
íèÿõ i, ðàâíûõ 2, 4, 6, 8, âûïîëíÿåòñÿ xi = 1.
Ïðè i = 2 ñëîâî xi−10 ðàâíî 00, ñëåäîâàòåëü-
íî z = 2, ïîýòîìó èç òàáëèöû áåðåòñÿ çíà÷åíèå
ND2

8
(00), ñîîòâåòñòâóþùåå ïàðå i = 2 z = 2) è ðàâ-

íîå (6! 3)/(2! 5!) = 9. Ïðè i = 4 ñëîâî x1 . . . xi−10
ðàâíî 0100, ñëåäîâàòåëüíî z = 3, ïîýòîìó ïî òàá-
ëèöå íàõîäèòñÿ çíà÷åíèå ND2

8
(0100), ñîîòâåòñòâó-

þùåå ïàðå i = 4, z = 3) è ðàâíîå (4! 3)/(1! 4!) = 3.
Çíà÷åíèÿ æå ND2

8
(0101000) è ND2

8
(01010010) ðàâ-

íû íóëþ, ò. ê. íå ñóùåñòâóåò ñëîâ ìíîæåñòâà D2
8,

íà÷èíàþùèõñÿ íà 0101000 èëè 01010010.

Ìû âèäèì, ÷òî äëÿ òàêîãî âû÷èñëåíèÿ òðåáóåò-
ñÿ ñîâåðøèòü ìàêñèìóì n îïåðàöèé ñëîæåíèÿ ñëîâ
äëèí îò 1 äî n. Ò. î., åñëè èñïîëüçîâàòü âñïîìîãà-
òåëüíóþ òàáëèöó, òî ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ íîìå-
ðà ñëîâà ïî ìåòîäó Êîâåðà ðàâíî O(n2) èëè O(n)
íà îäèí ñèìâîë íóìåðóåìîãî ñëîâà.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïèñàíèþ íóìåðàöèè ñëîâà
w = x1 . . . xn çàäàííîãî ìíîæåñòâà S ñëîâ äëè-
íû n ïðåäëàãàåìûì áûñòðûì àëãîðèòìîì íóìå-
ðàöèè, çàòåì ïîêàæåì êàê ïðèìåíÿåòñÿ ýòîò àëãî-
ðèòì äëÿ íóìåðàöèè ñëîâ ìíîæåñòâà D2

n.

Îïðåäåëèì âåëè÷èíû P (xi|x1 . . . xi−1),
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q(xi|x1 . . . xi−1) ïðè 0 < i ≤ n

P (x1) =
NS(x1)

|S|
,

P (xi|x1x2 . . . xi−1) =
NS(x1x2 . . . xi)

NS(x1x2 . . . xi−1)
,

q(x1) =
∑
χ<x1

P (χ),

q(xi|x1 . . . xi−1) =
∑
χ<xi

P (χ|x1 . . . xi−1).

(3)

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïî (1)
codeS(x1 . . . xn) = |S|(q(x1) + q(x2|x1)P (x1) +
q(x3|x1x2)P (x2|x1)P (x1) + . . . ). Èäåÿ ìåòîäà
çàêëþ÷àåòñÿ â ðàññòàíîâêå ñêîáîê â ýòîì âû-
ðàæåíèè òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè
íîìåðà áîëüøèíñòâî îïåðàöèé ïðîèçâîäèòñÿ íàä
êîðîòêèìè ÷èñëàìè. Òàêîé ðàññòàíîâêîé ñêîáîê
áóäåò ÿâëÿòüñÿ:

codeS(x1 . . . xn) =

= |S|((q(x1) + q(x2|x1)P (x1)) + ((q(x3|x1x2)+
+q(x4|x1 . . . x3)P (x3|x1x2))P (x2|x1)P (x1)) + . . . )

(4)

Îïðåäåëèì âåëè÷èíû ρab , λ
a
b ïðè 0 ≤ a ≤ log n,

1 ≤ b ≤ n/2a ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ0b = P (xb|x1 . . . xb−1), λ
0
b = q(xb|x1 . . . xb−1),

ρab = ρa−1
2b−1ρ

a−1
2b , λab = λa−1

2b−1 + ρa−1
2b−1λ

a−1
2b .

(5)

Òîãäà λlog(n) = ((q(x1) +
q(x2|x1)P (x1)) + ((q(x3|x1x2) + q(x4|x1 . . . x3)·
·P (x3|x1x2))P (x2|x1)P (x1)) + . . . ).
Îòñþäà è (4):

codeS(x1x2 . . . xn) = λlogn1 |S| (6)

Àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñíà÷àëà íà-
õîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ P (xi|x1 . . . xi−1), q(xi|x1 . . . xi−1)
ïðè 0 < i ≤ n, îïðåäåëåííûå â (3)), çàòåì íàõîäèò-

ñÿ λlogn1 ïîñëåäîâàòåëüíûì âû÷èñëåíèåì çíà÷åíèé
ρab , λ

a
b ïðè 0 ≤ a ≤ log n, 1 ≤ b ≤ n/2a ôîðìóëàì

(5), çàòåì íàõîäèòñÿ èñêîìûé íîìåð codeS(w) ïî
ôîðìóëå (6), ïðè ýòîì çíà÷åíèå |S| íàõîäèòñÿ äî

íà÷àëà íóìåðàöèè è èñïîëüçóåòñÿ çàòåì ïðè âñåõ
ïîñëåäóþùèõ íóìåðàöèÿõ.
Ïîêàæåì, êàê ïðèìåíèòü áûñòðûé àëãîðèòì íó-

ìåðàöèè äëÿ íóìåðàöèè ñëîâ ìíîæåñòâà D2
n.

Äî íà÷àëà íóìåðàöèè íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü
ìîùíîñòü D2

n. Ìîùíîñòü òàêîãî ìíîæåñòâà ðàâíà
n/2-îìó ÷èñëó Êàòàëàíà [22],

|D2
n| = Cn = Cn/2n − Cn/2−1

n . (7)

Â íàøåì ïðèìåðå |D2
8| = C4

8 − C3
8 = 14.

Ìîæíî âèäåòü èç (2) è îïðåäåëåíèÿ (3), ÷òî äëÿ
ìíîæåñòâà D2

n çíà÷åíèÿ P (xi|x1 . . . xi−1) (0 < i ≤
n) íàõîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P (xi|x1x2 . . . xi−1) =

=
(n− i)!(2z − i+ 1)

(n/2− z)! (n/2− i+ z + 1)!
:

:
(n− i+ 1)!(2z − i)

(n/2− z + 1)! (n/2− i+ z + 1)!
=

=
(2z − i+ 1)(n/2− z + 1)

(2z − i)(n− i+ 1)

(8)

ïðè xi = 0,

P (xi|x1x2 . . . xi−1) =

=
(n− i)!(2z − i+ 1)

(n/2− z)! (n/2− i+ z + 1)!
:

:
(n− i+ 1)!(2z − i+ 2)

(n/2− z)! (n/2− i+ z + 2)!
=

=
(2z − i+ 1)(n/2− i+ z + 2)

(n− i+ 1)(2z − i+ 2)

(9)

ïðè xi = 1.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàøåãî ïðèìå-

ðà íàõîäèì ïî ôîðìóëàì (8) è (9) çíà-
÷åíèÿ P (x1) = ρ01, P (x2|x1) = ρ02, . . . ,
P (x8|x1x2 . . . x7) = ρ08, q(x1) = λ01, q(x2) = λ02,
. . . , q(x8) = λ08, P (x1) = 1, P (x2|x1) = P (1|0) =
5/14, P (x3|x1x2) = P (0|01) = 6/6, P (x4|x1x2x3) =
P (1|010) = 4/10, P (x5|x1 . . . x4) = P (0|0101) =
4/4, P (x6|x1 . . . x5) = P (0|01010) =
3/6, P (x7|x1 . . . x6) = P (1|010100) =
6/6, P (x8|x1 . . . x7) = P (1|0101001) =
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2/2, q(x1) = q(0) = 0, q(x2|x1) = q(1|0) =
9/14, q(x3|x1x2) = q(0|01) = 0, q(x4|x1x2x3) =
q(1|010) = 6/10, q(x5|x1 . . . x4) = q(0|0101) =
0, q(x6|x1 . . . x5) = q(0|01010) = 0, q(x7|x1 . . . x6) =
q(1|010100) = 0, q(x8|x1 . . . x7) = q(1|0101001) = 0.
Ñîîòâåòñòâåííî, ïî (5) ρ01 = 1, ρ02 = 5/14, ρ03 =
1, ρ04 = 2/5, ρ05 = 1, ρ06 = 1/2, ρ07 = 1, ρ08 =
1, λ01 = 0, λ02 = 9/14, λ03 = 0, λ04 = 3/5, λ05 =
0, λ06 = 0, λ07 = 0, λ08 = 0. Çàòåì ïî (5) âû÷èñëÿåì
ρ11 = 5/14, ρ12 = 2/5, ρ13 = 1/2, ρ14 = 1, λ11 =
9/14, λ02 = 3/5, λ03 = 0, λ04 = 0, ρ21 = 1/7, ρ12 =
1/2, λ21 = 6/7, λ22 = 0, ρ31 = 1/14, λ31 = 6/7.

Ïî (6) codeD2
8
(01010011) = λ31 · |D2

8| = 6
7 · 14 =

12. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè codeD2
8
(w), íîìåð

ñëîâà 01010011 ∈ D2
8.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ àëãîðèòìà íóìåðà-
öèè ñëîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó S, ìû îïðå-
äåëèì íåñêîëüêî âåëè÷èí.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç qmax ìàêñèìàëüíûé çíàìå-
íàòåëü äðîáåé NS(x1x2 . . . xi)/NS(x1x2 . . . xi−1) ,
x1 . . . xn ∈ S, i = 1, . . . , n. Èç (8) è (9) ñëåäóåò,
÷òî äëÿ ñëîâ ìíîæåñòâà D2

n

qmax = n2. (10)

Ñâîéñòâà ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà íóìåðàöèè ñëîâ
äëèíû n, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó S, õàðàêòå-
ðèçóåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. 1) Cêîðîñòü êîäèðîâàíèÿ (òî åñòü
âðåìÿ êîäèðîâàíèÿ íà áóêâó, èçìåðÿåìîå ÷èñëîì
îïåðàöèé íàä îäíîáèòîâûìè ñëîâàìè) ñëîâ ìíî-
æåñòâà S äëèíû n ðàâíà

O(log nM(n log qmax)/n), (11)

ãäå M(n) âðåìÿ óìíîæåíèÿ äâóõ ñëîâ äëèíû n.

Ñëåäñòâèå 1. Ïðè èñïîëüçîâàíèè àë-
ãîðèòìà áûñòðîãî óìíîæåíèÿ Ø¼íõà-
ãå-Øòðàññåíà, äëÿ êîòîðîãî M(n) =
O(n log n log log n), ñêîðîñòü íóìåðàöèè ðàâíà
O(log n log qmax log(n log qmax) log log(n log qmax)).

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèò-
ìà áûñòðîãî óìíîæåíèÿ Ôþðåðà, äëÿ êîòîðîãî
M(n) = O(n log n2O(log∗ n)), ñêîðîñòü íóìåðàöèè
ðàâíà O(log n log(n log qmax)2

O(log∗(n log qmax))).

2) Îáúåì ïàìÿòè â áèòàõ, èñïîëüçóåìûé ïðè
êîäèðîâàíèè ñëîâ ìíîæåñòâà S äëèíû n, íå ïðå-
âîñõîäèò

O((n log qmax) log n). (12)

Îòñþäà è èç (10) ñëåäóþò ñâîéñòâà íóìåðàöèè
ñëîâ äëèíû n ÿçûêîâ Äèêà íàä àëôàâèòîì ìîù-
íîñòè 2.

Òåîðåìà 2. 1)Ñêîðîñòü êîäèðîâàíèÿ ñëîâà äëèíû
n ÿçûêà Äèêà íàä àëôàâèòîì ìîùíîñòè 2, ò. å.
âðåìÿ, òðåáóåìîå äëÿ êîäèðîâàíèÿ îäíîé áóêâû,
ðàâíà O(log nM(n log n)/n) áèòîâûõ îïåðàöèé, ãäå
M(n) âðåìÿ óìíîæåíèÿ äâóõ ñëîâ äëèíû n.
2)Îáúåì ïàìÿòè, òðåáóåìûé äëÿ êîäèðîâàíèÿ

ñëîâà äëèíû n ÿçûêà Äèêà íàä àëôàâèòîì ìîù-
íîñòè 2 ðàâåí O(n log n) áèò.
Ñëåäñòâèå 1. Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà

áûñòðîãî óìíîæåíèÿ Ø¼íõàãåØòðàññåíà, äëÿ
êîòîðîãî M(n) = O(n log n log log n), ñêîðîñòü íó-
ìåðàöèè ðàâíà O(log3 n log log n).
Ñëåäñòâèå 2. Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèò-

ìà áûñòðîãî óìíîæåíèÿ Ôþðåðà, äëÿ êîòîðîãî
M(n) = O(n log n2O(log∗ n)), ñêîðîñòü íóìåðàöèè
ðàâíà O(log3 n2O(log∗ n)).
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