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Модели транспортной логистики 
 
 Автомобильный транспорт (грузовой, пассажирский, городской, 
междугородний, …) 

 Железнодорожный транспорт (пассажирский, грузовой,  
скоростной, …) 

 Авиатранспорт (местные авиалинии, международные, …) 

 Водный транспорт (речной, морской, пассажирский, грузовой, …) 

 Другие (порты, склады, хабы, …) 
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Задача маршрутизации транспортных средств 
 

Дано:   𝐺 ൌ ሺ𝐽, 𝐸ሻ – орграф с множеством вершин  𝐽 ൌ  ሼ1, … , 𝑛ሽ    
и  множеством дуг 𝐸  

              𝑗 ൌ  1  –  гараж,   𝐽′ ൌ 𝐽 \ ሼ1ሽ  –  клиенты 

   𝐾 ൌ  ሼ1, … , 𝑚ሽ  –  множество грузовиков 

𝑄  –  грузоподъемность грузовика 

𝑞௝  –  вес груза для j‐го клиента 

с௜௝ – длина дуги ሺ𝑖 𝑗ሻ. 

Найти:  каждому  грузовику  такой маршрут,  проходящий  через  гараж,  чтобы 
каждый клиент посещался ровно один раз,  грузоподъемность  грузо‐
виков не была превышена, а  суммарная длина маршрутов была ми‐
нимальной. 
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Математическая модель 

Переменные задачи 

𝑥௜௝௞ ൌ ൜1,      если грузовик 𝑘 едет из  𝑖  в  𝑗
0       в противном случае                     

𝑦௜௞ ൌ  ൜1,      если грузовик 𝑘  посещает  клиента 𝑖
0       в противном случае                                      
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Модель ЦЛП   

min ෍ 𝑐௜௝
௜௝∈௃

෍ 𝑥௜௝௞
௞∈௄

 

при условиях: 

෍ 𝑦௜௞ ൌ ቄ 1,    𝑖 ൌ 2, … , 𝑛
𝑚,   𝑖 ൌ 1           ;

௞∈௄

 

෍ 𝑦௜௞𝑞௜
௜∈௃

൑ 𝑄,   𝑘 ∈ 𝐾; 

෍ 𝑥௜௝௞
௝∈௃

ൌ ෍ 𝑥௝௜௞
௝∈௃

ൌ 𝑦௜௞,    𝑖 ∈ 𝐽, 𝑘 ∈ 𝐾; 

෍ 𝑥௜௝௞ ൑ |𝑆| െ 1,   для всех 𝑆 ⊆ ሼ2, … , 𝑛ሽ,   𝑘 ∈ 𝐾
௜௝∈ௌ

; 

𝑦𝑖𝑘 ∈ ሼ0,1ሽ,   𝑥𝑖𝑗𝑘 ∈ ሼ0,1ሽ,   𝑖, 𝑗 ∈ 𝐽, 𝑘 ∈ 𝐾. 
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Новые модели маршрутизации 

Получены  сотни  новых  моделей.  Попытки  их  классификации  привели  
к выделению трех основных категорий атрибутов: 
 

 Ресурсные  атрибуты:  разнородность  транспортных  средств  и  ограни‐
ченность  их  числа,  несколько  депо,  периодичность  в  обслуживании,  
посещение клиента несколькими машинами и др. 

 Атрибуты  последовательностей  клиентов:  «привести  груз,  потом  
забрать  тару»,  прицепы,  многократное  посещение  депо,    сети  дорог  
в виде деревьев, цепей (береговая линия) и др. 

 Оценка маршрутов  и  требований  к  ним:  временные  окна  у  клиентов, 
смены  у  водителей,  технические  перерывы,  упаковка  товара  внутри  
машины, ограничение на длину маршрута, необязательное возвращение 
в депо и др. 
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Динамическая задача маршрутизации 

𝑀 ൌ  ሼ0,  1,  … ,  𝑚ሽ  —  множество депо 

𝐼 ൌ  ሼ𝑚 ൅  1,  𝑚 ൅  2,  … ,  𝑛ሽ  —  множество клиентов 
𝑉 ൌ  𝑀 ∪ 𝐼 
𝐷 ൌ  ሼ0,  1,  … ,  𝐿 െ  1ሽ  —  множество дней 

𝐾 ൌ  ሼ1,  … ,  𝑟ሽ  —  множество ТС 
𝑚ሺ𝑘ሻ  —  номера депо, соответствующие ТС 𝑘 ∈ 𝐾 
𝑇  —  продолжительность рабочего дня 
𝑠௜    —  время обслуживания клиента 𝑖 ∈ 𝐼 
𝜇௜   —  частота посещения клиента 𝑖 ∈ 𝐼 
𝜏௜ ൌ ⌊|𝐷| 𝜇௜⁄ ⌋    —  временной интервал между посещениями 
𝑞௜    —  запрос клиента 𝑖 ∈ 𝐼 
𝑣௞    —  грузоподъемность ТС 𝑘 ∈ 𝐾 
𝑑௜௝ и 𝑡௜௝    —  расстояние и время передвижения  между 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁 
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Переменные задачи 

𝑤௜ௗ ൌ ൜1,   если клиент 𝑖 в день 𝑑 посещается,
0,   иначе;                                                           

𝑥௜௝௞ௗ ൌ ൜1,   если ребро ሺ𝑖, 𝑗ሻ проходится ТС  𝑘  в день 𝑑,
0,   иначе;                                                                            

𝑦௜௞ௗ ൌ ൜1,   если ТС 𝑘 посещает клиента 𝑖 в день 𝑑,
0,   иначе;                                                                   

𝑢௜௞ௗ  —  номер клиента 𝑖 в расписании у ТС 𝑘 в день 𝑑.  
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Математическая модель задачи 

                    min ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑑௜௝𝑥௜௝௞ௗ௝∈௏௜∈௏௞∈௄ௗ∈஽  (1) целевая функция 

 ∑ 𝑞௜𝑦௜௞ௗ ൑ 𝑣௞,   𝑘 ∈ 𝐾, 𝑑 ∈ 𝐷௜∈ூ  (2) ограничение  
на грузоподъемность 

 𝑦௠௞ௗ ൌ ቊ
1, 𝑚 ൌ 𝑚ሺ𝑘ሻ
0,  𝑚 ് 𝑚ሺ𝑘ሻ

𝑚 ∈ 𝑀, 𝑘 ∈ 𝐾, 𝑑 ∈ 𝐷 (3)	 распределение ТС  
по депо 

 ∑ 𝑦௜௞ௗ ൌ 𝑤௜ௗ,   𝑖 ∈ 𝐼, 𝑑 ∈ 𝐷௞∈௄ (4) задание частоты  
посещения клиентов  ∑ 𝑤௜ௗ ൌ 𝜇௜,   𝑖 ∈ 𝐼ௗ∈஽   (5) 

 ∑ 𝑤௜ሺௗା௧ሻ
ఛ೔ିଵ
௧ୀ଴ ൌ 1,   𝑖 ∈ 𝐼,  𝑑 ∈ ሼ0, … , ሺ𝜇௜ െ 1ሻ𝜏௜  (6) равномерные интервалы 

между посещениями 
𝑤௜ఈ ൅ 𝑤௜ఉ െ 2 ൑ 𝑦௜௞ఈ െ 𝑦௜௞ఉ,  𝑖 ∈ 𝐼, 𝑘 ∈ 𝐾, 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐷, 𝛼 ് 𝛽  (7) согласованность ТС 

 ∑ 𝑥௜௝௞ௗ ൌ௜∈௏ ∑ 𝑥௝௜௞ௗ ൌ 𝑦௝௞ௗ௜∈௏ , 𝑗 ∈ 𝑉, 𝑘 ∈ 𝐾, 𝑑 ∈ 𝐷  (8) связность маршрутов 

𝑢௜௞ௗ െ 𝑢௝௞ௗ ൅ 𝑛𝑥௜௝௞ௗ ൑ 𝑛 െ 1,  𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉, 𝑘 ∈ 𝐾, 𝑑 ∈ 𝐷 (9) устранение подциклов 

 ∑ ∑ 𝑥௜௝௞ௗ൫𝑡௜௝ ൅ 𝑠௝൯ ൑ 𝑇௝∈௏௜∈௏ , 𝑘 ∈ 𝐾, 𝑑 ∈ 𝐷  (10) 
ограничение на время 
рабочей смены 
 

𝑢௜௞ௗ ൒ 0,  𝑖 ∈ 𝑉, 𝑘 ∈ 𝐾, 𝑑 ∈ 𝐷 (11)  

𝑤௜ௗ, 𝑥௜௝௞ௗ, 𝑦௜௞ௗ ∈ ሼ0,1ሽ,  𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉, 𝑘 ∈ 𝐾, 𝑑 ∈ 𝐷  (12)  
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Штрафы 

𝜅௞ௗ ൒ 0 — превышение грузоподъемности для ТС 𝑘 ∈ 𝐾  в день 𝑑 ∈ 𝐷; 
𝜀௞ௗ ൒ 0 — сверхурочные часы для ТС 𝑘 ∈ 𝐾  в день 𝑑 ∈ 𝐷; 
𝛾௞ௗ ൒ 0  и 𝜆 ൒ 0 — соответствующие им штрафы. 

 

𝐿ሺ𝑥, 𝛾, 𝜆ሻ ൌ min ෍ ෍ ෍ ෍ 𝑑௜௝𝑥௜௝௞ௗ
௝∈௏௜∈௏௞∈௄ௗ∈஽

൅ ෍ ෍ሺ𝛾௞ௗ𝜅௞ௗ ൅ 𝜆௞ௗ𝜀௞ௗሻ
௞∈௄ௗ∈஽

; (13) 

𝜅௞ௗ ൒ ෍ 𝑞௜𝑦௜௞ௗ
௜∈௏

െ 𝑣௞, 𝑘 ∈ 𝐾, 𝑑 ∈ 𝐷;  (14) 

𝜀௞ௗ ൒ ෍ ෍ 𝑥௜௝௞ௗ൫𝑡௜௝ ൅ 𝑠௝൯ െ 𝑇, 𝑘 ∈ 𝐾, 𝑑 ∈ 𝐷.
௝∈௏௜∈ ௏

  (15) 
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Алгоритм VNS 

Requre: начальное решение 𝜎, окрестности 𝑁ଵ, … , 𝑁଼, критерий остановки, пра‐
вила интенсификации и встрясок  
1. Задать параметры 𝜆௞ௗ, 𝛾௞ௗ, 𝑞ଵ, … , 𝑞ସ, 𝑙, 𝑅 
2. while  не достигнут критерий остановки do 
3.      𝑘 ൌ 1 
4.      while 𝑘 ൑ 8  do 
5.            Применить локальный поиск по окрестности 𝑁௞ 
6.            𝑘 ൌ 𝑘 ൅ 1 
7. Применить локальный спуск по окрестности 2-𝑜𝑝𝑡 для каждой пары ሺ𝑘, 𝑑ሻ 
8.      Интенсификация и обновление штрафов 
9.      Встряска 
10. Применить локальный спуск по окрестности «Замена» с 𝑞 ൌ 1 
11. Применить локальный спуск по окрестности 2-𝑜𝑝𝑡 для каждой пары ሺ𝑘, 𝑑ሻ 
        return лучшие найденные решения 
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Учет динамических исходных данных 

Задача комбинаторной оптимизации 

min 𝑓ሺ𝑤, 𝑥ሻ   

                       при условии:                  𝑥 ∈ 𝑋 

Значения параметров 𝑤 ൌ ሺ𝑤௜ሻ предполагаются известными. 

Новая модель: 
max 𝜌 

                      при условии:          𝑓ሺ𝑤 ൅ 𝜆, 𝑥ሻ ൑ 𝐵 

‖𝜆‖ ൑ 𝜌,   𝑥 ∈ 𝑋 

Требуется найти 𝐵‐допустимое решение 𝑥ො и его радиус устойчивости 𝜌 , при 
котором 𝑥ො будет 𝐵‐допустимым в любом сценарии 𝑤 ൅ 𝜆 , ‖𝜆‖ ൑ 𝜌. 
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Модель с динамическими параметрами   

max 𝜌 

෍ሺ𝑐௜௝ െ ௜௝௜௝ሻ
௜௝∈௃

෍ 𝑥௜௝௞ ൑ 𝐶
௞∈௄

 

෍ 𝑦௜௞ ൌ ቄ 1,    𝑖 ൌ 2, … , 𝑛
𝑚,   𝑖 ൌ 1           ;

௞∈௄

 

෍ 𝑦௜௞𝑞௜
௜∈௃

൑ 𝑄,   𝑘 ∈ 𝐾; 

෍ 𝑥௜௝௞
௝∈௃

ൌ ෍ 𝑥௝௜௞
௝∈௃

ൌ 𝑦௜௞,    𝑖 ∈ 𝐽, 𝑘 ∈ 𝐾; 

෍ 𝑥௜௝௞ ൑ |𝑆| െ 1,   для всех 𝑆 ⊆ ሼ2, … , 𝑛ሽ,   𝑘 ∈ 𝐾
௜௝∈ௌ

; 

𝑖𝑗 ൒ 𝜌 ൒ 0, 𝑦௜௞ ∈ ሼ0,1ሽ,   𝑥𝑖𝑗𝑘 ∈ ሼ0,1ሽ,   𝑖, 𝑗 ∈ 𝐽, 𝑘 ∈ 𝐾. 
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Заключение 
 
 Маршрутизация транспортных средств — активно развивающаяся 
область исследования операций 
 

 Гибридные метаэвристики  занимают  доминирующее  положение  
в приложениях 

 
 Разработаны  новые  модели  для  учета  стохастической  природы  
исходных данных. 


