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Ââåäåíèå

Òåîðèÿ òåëåòðàôèêà

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ òåëåòðàôèêà

Ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ è ñåòû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ
êàê ìîäåëè ìàðøðóòèçàòîðîâ è êîìïüþòåðíûõ ñåòåé

Îñíîâîïîëàãàþùàÿ ðàáîòà Ýðëàíãà � �Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è
òåëåôîíèÿ� (1909)

Â êà÷åñòâå ìîäåëè âõîäÿùåãî ïîòîêà èñïîëüçóåòñÿ ïóàññîíîâñêèé (â
îáùåì ñëó÷àå, ìàðêîâñêèé) ïðîöåññ, ñ ïîêàçàòåëüíî ðàñïðåäåëåííûì
âðåìåíåì îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé

Îòíîñèòåëüíàÿ ïðîñòîòà àíàëèçà

Ìàðêîâñêèå âõîäÿùèå ïîòîêè (ÌÑ - ïîòîêè) ïîçâîëÿþò ìîäåëèðîâàòü
ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùóþ êîððåëÿöèþ

Îñîáåííîñòè ïîòîêîâ òðàôèêà â ñîâðåìåííûõ ñåòÿõ

Íàëè÷èå òÿæåëûõ õâîñòîâ ó ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé äëèí
ïåðèîäîâ àêòèâíîñòè è ïîêîÿ

Ñàìîïîäîáèå

Ñâîéñòâî äîëãîé ïàìÿòè (èëè ìåäëåííî óáûâàþùåé çàâèñèìîñòè)

Ïà÷å÷íîñòü (Burstiness)
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Càìîïîäîáèå òðàôèêà

M. S. Taqqu, W. Willinger, R. Sherman Proof of a fundamental result in

self-similar tra�c modeling, Computer communication review, 1997
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Îáùèå îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü (Xn)n∈Z � ïðîöåññ ñòàöèîíàðíûé â øèðîêîì ñìûñëå

Êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ

r(k) = Cov (Xn,Xn−k)
∆
= E [(Xn − µ)(Xn−k − µ)]

ãäå µ = EXn

Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ

ρ(k)
∆
=

r(k)

r(0)

Cïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü

Äèñêðåòíîå âî âðåìåíè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè r(k), ò.å.

S(ω) =
1

2π

∞∑
k=−∞

r(k) e ikω
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Äîëãîâðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü

(Xn)n èìååò äîëãîâðåìåííóþ çàâèñèìîñòü (LRD) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà (ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû):

ρ(k) óìåíüøàåòñÿ êàê íåñóììèðóåìàÿ ñòåïåííàÿ çàâèñèìîñòü, êîãäà k
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè

ρ(k) ∼ k−α ïðè k →∞,

ãäå 0 < α < 1

S(ω) ðàñõîäèòñÿ êàê èíòåãðèðóåìàÿ ñòåïåííàÿ çàâèñèìîñòü îêîëî íóëÿ

S(ω) ∼ ω−β ïðè ω → 0,

ãäå 0 < β < 1 è β = 1− α
Äèñïåðñèÿ àãðåãèðîâàííîãî ïðîöåññà çàòóõàåò ìåäëåííåå, ÷åì ðàçìåð
âûáîðêè (Ãðàôèê èçìåíåíèÿ äèñïåðñèè)

D

(
1

n

n−1∑
i=0

Xi

)
∼ n−α ïðè n→∞
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Ãðàôèê èçìåíåíèÿ äèñïåðñèè

Ðåàëüíûå äàííûå òðàôèêà, èçìåðåííûå â Áåëêîðå â àâãóñòå 1989
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Ýôôåêò êðàòêîâðåìåííîé çàâèñèìîñòè òîëüêî äëÿ ìàëåíüêèõ îêîí

Àâòîðåãðåññèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà: ρ(k) = a |k|
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Âåðîÿòíîñòü ïåðåïîëíåíèÿ

Õàðàêòåðèñòèêè ÑÌÎ

Ñèñòåìà â äèñêðåòíîì âðåìåíè

Íàêîïèòåëüíûé âõîäíîé ïîòîê: Sn =
n∑

k=0

Ak

Ïðåäåëüíàÿ íîðìèðîâàííàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ êóìóëÿíòîâ äëÿ
íàêîïèòåëüíîãî âõîäíîãî ïðîöåññà Sn: Λ(θ)

Îäèí ñåðâåð ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ îáñëóæèâàíèÿ C

Áåñêîíå÷íûé áóôåð

Ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå íàãðóçêè: Q

Âåðîÿòíîñòü ïåðåïîëíåíèÿ � Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âåëè÷èíà
ñòàöèîíàðíîé íàãðóçêè Q ïðåâûñèò íåêîòîðîå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå b

P (Q > b)

PSfrag replaements

C
Sn

Q
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Ñðàâíåíèå SRD è LRD òðàôèêîâ

SRD òðàôèê

P(Q > b) ≈ e−δb

δ = inf
τ>0

τΛ∗(C +
1

τ
)

Λ(θ) = lim
n→∞

1

n
logEeθSn

Λ∗(x)
∆
= sup

θ∈R
(xθ − Λ(θ))

Ïðåîáðàçîâàíèå

Ôåíõåëÿ-Ëåæàíäðà

LRD òðàôèê

P(Q > b) ≈ e−δb
2−2H

δ = inf
τ>0

τ 2−2HΛ∗(C +
1

τ
)

Λ(θ) = lim
n→∞

1

a(n)
logEe

a(n)
n
θSn

ãäå a(n) = n2/Var[Sn]

α = 2− 2Hα = 2− 2Hα = 2− 2H
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Ïðèìåð: Ôðàêòàëüíûé Áðîóíîâñêèé òðàôèê
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Áîëåå àêêóðàòíûå îöåíêè
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Càìîïîäîáèå Äåòåðìèíèñòè÷åñêîå ñàìîïîäîáèå

Äåòåðìèíèñòè÷åñêîå ñàìîïîäîáèå

Ñèñòåìà èòåðèðóåìûõ ôóíêöèé (Iterated Function System, IFS): ýòè
ñëîæíûå èçîáðàæåíèÿ ìîãóò áûòü îïèñàíû îãðàíè÷åííûì ÷èñëîì
àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Òåîðèÿ IFS ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñíîâó äëÿ ôðàêòàëüíîãî ñæàòèÿ
èçîáðàæåíèÿ
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Ñèñòåìà èòåðèðóåìûõ ôóíêöèé: ïðèìåðû

Ñèñòåìà àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé wi

wi

(
x1

x2

)
=

(
ai bi
ci di

)(
x1

x2

)
+

(
ei
fi

)

Òðåóãîëüíèê (ñàëôåòêà) Ñåðïèíñêîãî

wi ai bi ci di ei fi pi
1 .5 0 0 .5 0 0 .33
2 .5 0 0 .5 0 .5 .33
3 .5 0 0 .5 .5 0 .34

Ëèñò ïàïîðîòíèêà (Áàðíñëè)

wi ai bi ci di ei fi pi
1 0 0 0 .16 0 0 .01
2 .85 .04 -.04 .85 0 1.6 .85
3 .2 -.26 .23 .22 0 1.6 .07
4 -.15 .28 .26 .24 0 .44 .07
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Ñòàòèñòè÷åñêîå càìîïîäîáèå

Èíòóèòèâíàÿ èäåÿ: âûáîðî÷íûå òðàåêòîðèè ñàìîïîäîáíîãî ïðîöåññà
âûãëÿäÿò ñòàòèñòè÷åñêè îäèíàêîâî íà ëþáûõ âðåìåííûõ øêàëàõ

Ñàìîïîäîáèå äëÿ ïðîöåññîâ â íåïðåðûâíîì âðåìåíè
Ïóñòü (Yt)t � ïðîöåññ â íåïðåðûâíîì âðåìåíè (t ∈ R) (îáû÷íî Yt áóäåò
ïðåäñòàâëÿòü íàêîïëåííûé îáúåì ðàáîòû íà èíòåðâàëå [0, t]).
(Yt)t � ñàìîïîäîáåí ñ ïàðàìåòðîì Õåðñòà H òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

c−HYct
(d)
= Yt ∀ c > 0

ò.å., åñëè äëÿ ëþáûõ k ≥ 1, äëÿ ëþáûõ t1, t2, . . . , tk ∈ R è âñåõ c > 0(
Yct1 ,Yct2 , . . . ,Yctk

)
è
(
cHYt1 , c

HYt2 , . . . , c
HYtk

)
èìåþò îäèíàêîâîå ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå

Èç ðàâåíñòâà Yc
(d)
= cHY1 ïðè c → 0 ñëåäóåò, ÷òî Y0 = 0 ï.í., åñëè

ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ïî âåðîÿòíîñòè è
íåâûðîæäåííûì

Åñëè c−HYct
(d)
= Yt ñ H 6= 0, òîãäà (Yt)t � íå ñòàöèîíàðíûé

Äåéñòâèòåëüíî, ñòàöèîíàðíîñòü òðåáóåò, ÷òîáû Yct
(d)
= Yt

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ, êîòîðûå âûãëÿäÿò
ñòàöèîíàðíûìè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòàöèîíàðíûå ïðèðàùåíèÿ
ñàìîïîäîáíîãî ïðîöåññà Xt = Yt − Yt−1
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Ñòàöèîíàðíûå ïðèðàùåíèÿ ñàìîïîäîáíîãî ïðîöåññà

Êîâàðèàöèÿ ñàìîïîäîáíîãî ïðîöåññà ñî ñòàöèîíàðíûìè ïðèðàùåíèÿìè

rY (t, s) =
σ2

2

[
|t|2H − |t − s|2H + |s|2H

]
ãäå σ2 ∆

= E
[
(Yt − Yt−1)2

]
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xt = Yt − Yt−1 ïðèðàùåíèå ñàìîïîäîáíîãî ïðîöåññà
(Yt)t

Xt � ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ â øèðîêîì ñìûñëå (ñ äèñêðåòíûì
âðåìåíåì) ñ ôóíêöèåé êîâàðèàöèè

rX (k) =
1

2
σ2
[
|k + 1|2H − 2 |k|2H + |k − 1|2H

]
Åñëè ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç

X
(m)
k =

1

m

km∑
i=(k−1)m+1

Xi

àãðåãèðîâàííûé ïðîöåññ, óñðåäí¼ííûì ïî áëîêàì äëèíû m, òîãäà

X
(d)
= m1−HX (m) ∀m ∈ N
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Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîöåññà ïðèðàùåíèé

Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïðîöåññà ïðèðàùåíèé

ρ(k) =
1

2

[
|k + 1|2H − 2 |k|2H + |k − 1|2H

]
Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà�ÌàêËîðåíà

(1 + x)γ = 1 + γx +
1

2
γ(γ − 1)x2 + o(x2)

äëÿ H 6= 1/2 ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

lim
k→∞

ρ(k)

k2H−2
= H(2H − 1)

ò. ê.
ρ(k) ∼ k−α ïðè k →∞

ãäå α = 2− 2H

äëÿ 1/2 < H < 1, ïðîöåññ ïðèðàùåíèÿ èìååò LRD
äëÿ H = 1, ρ(k) = 1 ∀k
äëÿ H > 1, ρ(k) ðàñõîäèòñÿ
äëÿ 0 < H < 1/2, ïðîöåññ èìååò SRD (ôàêòè÷åñêè,

∑
ρk = 0)

äëÿ H = 1/2, ëåãêî ïîêàçàòü ïðîñòûìè âû÷èñëåíèÿìè, ÷òî ρ(k) = δ0,
òàê êàê ïðèðàùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè
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Ñàìîïîäîáèå äëÿ ïðîöåññîâ â äèñêðåòíîì âðåìåíè

Ïóñòü (Xn)n ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ïðîöåññîì â äèñêðåòíîì
âðåìåíè (n ∈ N)
(Xn)n ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ñàìîïîäîáíûì, åñëè

X
(d)
= m1−HX (m) ∀m ∈ N

(Xn)n ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ñàìîïîäîáíûì, åñëè

X
(d)
= m1−HX (m) ïðèm→∞

Ñòàöèîíàðíûé âðåìåííîé ðÿä Xn íå ìîæåò áûòü ñòðîãî
ñàìîïîäîáíûì èëè àñèìïòîòè÷åñêè ñàìîïîäîáíûì, åñëè
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íå ðàâíî íóëþ

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè X ÿâëÿåòñÿ ñàìîïîäîáíûì ñ ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì EX , òî îïðåäåëåíèå ñàìîïîäîáèÿ ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî

EX = m1−HEX (m) = m1−HEX

Åñëè X ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ñàìîïîäîáíûì, òî EX ∼ m1−HEX
Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì ñëó÷àå EX = 0

Ìèêåëå Ïàãàíî Ñàìîïîäîáèå è äîëãîâðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü â òåëåòðàôèêå



Càìîïîäîáèå Ñòàòèñòè÷åñêîå ñàìîïîäîáèå â äèñêðåòíîì âðåìåíè

Ñàìîïîäîáèå â øèðîêîì ñìûñëå

Ïóñòü ïðîöåññ (Xn)n ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì â øèðîêîì ñìûñëå ñ
äèñêðåòíûì âðåìåíåì (n ∈ N)
(Xn)n èìååò ñàìîïîäîáèå â øèðîêîì ñìûñëå ñ ïàðàìåòðîì
H = 1− α/2, 0 < α < 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû):

Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ(k) =
1

2

[
|k + 1|2H − 2 |k|2H + |k − 1|2H

]
Äèñïåðñèÿ àãðåãèðîâàííîãî ïðîöåññà çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Var X (m) = σ2m−α m ∈ N

Ñâîéñòâà ñàìîïîäîáíîãî ïðîöåññà â øèðîêîì ñìûñëå
X ÿâëÿåòñÿ LRD, ïîñêîëüêó

lim
k→∞

ρ(k)

k−α
= H(2H − 1)

Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ àãðåãèðîâàííîãî ïðîöåññà X (m)

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

ρ(m)(k) = ρ(k) m ∈ N è k ≥ 0
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Àñèìïòîòè÷åñêîå ñàìîïîäîáèå â øèðîêîì ñìûñëå

Ïóñòü ïðîöåññ (Xn)n ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì â øèðîêîì ñìûñëå

(Xn)n èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ñàìîïîäîáèå â øèðîêîì ñìûñëå ñ
ïàðàìåòðîì H = 1− α/2, 0 < α < 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
âñåõ k ∈ N

lim
m→∞

ρ(m)(k) =
1

2
[(k + 1)2H − 2k2H + (k − 1)2H ]

Åñëè

lim
k→∞

ρ(k)

k−α
= c 0 < α < 1,

ãäå 0 < c <∞, òîãäà
X èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ñàìîïîäîáèå â øèðîêîì ñìûñëå

lim
m→∞

Var X (m)

m−α
= k

Åñëè ïðîöåññ èìååò ñàìîïîäîáèå â øèðîêîì ñìûñëå, òîãäà
ρ(k) ' H(2H − 1) k−α, à åñëè ïðîöåññ èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå
ñàìîïîäîáèå â øèðîêîì ñìûñëå, òîãäà òîëüêî ρ(k) ' c k−α, ãäå c íå
îáÿçàòåëüíî ðàâíà H(2H − 1)

Äëÿ Ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ ñàìîïîäîáèå è ñàìîïîäîáèå â øèðîêîì
ñìûñëå ýêâèâàëåíòíû
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Ñëèÿíèå ñàìîïîäîáíûõ ïðîöåññîâ

Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû ïîëåçíû â ïðèìåíåíèÿõ, ãäå ìíîãèå ïîòîêè
òðàôèêà îáúåäèíÿþòñÿ â îäèí

Åñëè X1 è X2 � íåêîððåëèðîâàííûå ïðîöåññû, òàê ÷òî (ïðè k →∞)
ρ1(k) ' c1k

−α1 è ρ2(k) ' c2k
−α2 , ãäå 0 < ci <∞ è 0 < αi < 1

(i = 1, 2), òîãäà X1 + X2 � àñèìïòîòè÷åñêè ñàìîïîäîáíûé ïðîöåññ â
øèðîêîì ñìûñëå ñ ïàðàìåòðîì H = 1− α/2, ãäå

α = min (α1, α2)

Ïóñòü íåêîððåëèðîâàííûå ïðîöåññû X1 è X2 � ñòðîãî ñàìîïîäîáíûå â
øèðîêîì ñìûñëå ñ ïàðàìåòðàìè H1 è H2.
Åñëè H1 = H2 = H, òî X1 + X2 � ñòðîãî ñàìîïîäîáíûé ïðîöåññ â
øèðîêîì ñìûñëå ñ ïàðàìåòðîì H.
Åñëè H1 6= H2, òî X1 + X2 � íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ñàìîïîäîáíûì
ïðîöåññîì â øèðîêîì ñìûñëå, íî ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè
ñàìîïîäîáíûì ïðîöåññîì â øèðîêîì ñìûñëå ñ ïàðàìåòðîì

H = max(H1,H2)
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Ïðîöåññû ñ äîëãîâðåìåííîé çàâèñèìîñòüþ

Ôðàêòàëüíîå Áðîóíîâñêîå äâèæåíèå
Ôðàêòàëüíûé Ãàóññîâñêèé øóì
Ôðàêòàëüíûé Áðîóíîâñêèé òðàôèê

Ôðàêòàëüíûé àâòîðåãðåññèîííûé èíòåãðàëüíûé ïðîöåññ ñêîëüçÿùåãî
ñðåäíåãî(fARIMA èëè ARFIMA)

Poisson�Zeta ïðîöåññ

Ìîäåëè â âåéâëåò-îáëàñòè

Îáúåäèíåíèå ïðîñòûõ êðàòêîâðåìåííî çàâèñèìûõ ìîäåëåé
áåñêîíå÷íàÿ ñóïåðïîçèöèÿ ïðîöåññîâ AR(1)
M/G/∞
ñóïåðïîçèöèÿ On�O� èñòî÷íèêîâ
äåòåðìèíèðîâàííûå õàîòè÷åñêèå êàðòû

α�óñòîé÷èâûå ïðîöåññû

Ìóëüòèôðàêòàëüíûå ïðîöåññû

Ïñåâäîñàìîïîäîáíûå ìîäåëè (ìîäåëèðîâàíèå ñ ïîìîùüþ ìàðêîâñêèõ
ìîäåëåé)

Ïñåâäîñàìîïîäîáíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ôàçîâîãî òèïà
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Ôðàêòàëüíîå (Äðîáíîå) Áðîóíîâñêîå äâèæåíèå (fBm)

Ôðàêòàëüíîå Áðîóíîâñêîå äâèæåíèå {BH(t), t ∈ R} � ñòîõàñòè÷åñêèé
ïðîöåññ, çàâèñÿùèé îò äâóõ ïàðàìåòðîâ

H, ïàðàìåòð Õåðñòà (0 < H < 1)
σ > 0

Ñâîéñòâà fBm
BH(t) � ñàìîïîäîáíûé ïðîöåññ ñ ïàðàìåòðîì Õåðñòà H

c−HBH(ct)
(d)
= BH(t)

è ôóíêöèåé êîâàðèàöèè

rH(t, s) = E [BH(t) BH(s)] =
σ2

2

[
|t|2H − |t − s|2H + |s|2H

]
BH(t) èìååò ñòàöèîíàðíûå ïðèðàùåíèÿ
BH(0) = 0 ï.í. è EBH(t) = 0 äëÿ âñåõ t

E
[
BH(t)2

]
= σ2 |t|2H

BH(t) èìååò íåïðåðûâíûå òðàåêòîðèè
ïðîöåññ BH(t) ÿâëÿåòñÿ Ãàóññîâñêèì, ò.å. åãî êîíå÷íîìåðíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìíîãîìåðíûìè Ãàóññîâñêèìè

Ïðè H = 1/2, BH(t) � ýòî îáû÷íîå Áðîóíîâñêîå äâèæåíèå
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Càìîïîäîáèå Ñàìîïîäîáíûå ïðîöåññû

Ôðàêòàëüíûé (Äðîáíûé) Ãàóññîâñêèé øóì (fGn)

Ôðàêòàëüíûé ãàóññîâñêèé øóì XH � ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ
ïðèðàùåíèé ôðàêòàëüíîãî Áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ

XH(t) = BH(t)− BH(t − 1)

XH(t) - ñòðîãî ñàìîïîäîáíåí ñ ïàðàìåòðîì Õåðñòà H è êîâàðèàöèåé

rH(k) = Cov(Xt ,Xt+k) =
σ2

2

[
(k + 1)2H − 2k2H + (k − 1)2H

]
è ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ 1/2 < H < 1 èìååò LRD (ñ α = 2− 2H)
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fGn � Âûáîðî÷íûå òðàåêòîðèè
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fGn � Ãðàôèê èçìåíåíèÿ äèñïåðñèè

Ôðàêòàëüíûé ãàóññîâñêèé øóì � ñòðîãî ñàìîïîäîáíûé
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Ôðàêòàëüíûé Áðîóíîâñêèé òðàôèê

Ôðàêòàëüíîå Áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî êàê
ìîäåëü äëÿ íàêîïèòåëüíîãî ïîòîêà

N(t) = mt +
√
amZH(t)

ZH(t) - íîðìèðîâàííîå ôðàêòàëüíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå (ò.å.
σ2 = 1), ñ ïàðàìåòðîì ñàìîïîäîáèÿ H ∈ [1/2, 1)
m > 0 � ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü âõîäÿùåãî ïîòîêà
a > 0 � êîýôôèöèåíò äèñïåðñèè

Èíäåêñ äèñïåðñèè äëÿ îòñ÷¼òîâ (IDC)

Ic(τ) =
Var [N(τ)]

E [N(τ)]

Ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ

Var [N(τ)] = E [N(τ)] = λτ ⇒ Ic (τ) = 1

Ôðàêòàëüíûé Áðîóíîâñêèé òðàôèê

EN(τ) = mτ VarN(τ) = am VarZH(τ) = am τ2H ⇒ Ic (τ) = a τ2H−1
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Èíäåêñ äèñïåðñèè äëÿ îòñ÷¼òîâ (IDC): ïðèìåðû

Ñðàâíåíèå Ïóàññîíîâñêîãî òðàôèêà ñ ðåàëüíûìè äàííûìè,
èçìåðåííûìè â Áåëêîðå â àâãóñòå 1989
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Ðàñïðåäåëåíèÿ ñ òÿæ¼ëûìè õâîñòàìè

Ñîäåðæàíèå

1 Ââåäåíèå

2 Äîëãîâðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü

3 Càìîïîäîáèå

4 Ðàñïðåäåëåíèÿ ñ òÿæ¼ëûìè õâîñòàìè
Îïðåäåëåíèå è ïðèìåð
Ñâÿçü ìåæäó ñàìîïîäîáèåì è òÿæåëûìè õâîñòàìè

5 Çàêëþ÷åíèå
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Ðàñïðåäåëåíèÿ ñ òÿæ¼ëûìè õâîñòàìè Îïðåäåëåíèå è ïðèìåð

Ðàñïðåäåëåíèÿ ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F èìååò òÿæ¼ëûå õâîñòû (F ∈ H or X ∈ H)
åñëè äëÿ âñåõ ε > 0

E(eεX ) =∞
èëè ýêâèâàëåíòíî

eεxF (x)→∞ ïðè x →∞ ãäå F (t) = 1− F (t)

ò.å. åñëè õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ óáûâàåò ìåäëåííåå ýêñïîíåíòû

Ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî (õâîñòû ðàñïðåäåëåíû ïî ñòåïåííîìó çàêîíó)

F (x) =
(κ
x

)α
α, κ > 0 è x ≥ κ

ãäå κ è α îïðåäåëÿþò ìåñòîïîëîæåíèå è ôîðìó ðàñïðåäåëåíèÿ,
ñîîòâåòñòâåííî

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f (x) =
α κα

xα+1

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ

EX =
α κ

α− 1
α > 1 Var X =

α κ2

(α− 1)2 (α− 2)
α > 2

Áåñêîíå÷íàÿ äèñïåðñèÿ, åñëè α ≤ 2
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Îáúÿñíåíèå LRD ñ ïîìîùüþ òÿæåëûõ õâîñòîâ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñòàòèñòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ äàííûõ òðàôèêà íà
óðîâíå ïàêåòà ïîäòâåðæäàþò íàëè÷èå ñàìîïîäîáèÿ è äîëãîâðåìåííîé
çàâèñèìîñòè

Ìíîæåñòâî èññëåäîâàíèé îáúÿñíÿþò ýòè ðåçóëüòàòû, ðàññìàòðèâàÿ
õàðàêòåðèñòèêè òðàôèêà íà áîëåå âûñîêîì óðîâíå îáúåäèíåíèÿ,
îáû÷íî íà ïðèêëàäíîì óðîâíå. Íà ýòîì óðîâíå îñíîâíûå îáúåêòû

ðàçìåðû ôàéëà
äëèòåëüíîñòü ñîåäèíåíèÿ
âðåìÿ ïåðåäà÷è

Íåêîòîðûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî LRD ìîæåò áûòü âûçâàí
òÿæåëûìè õâîñòàìè îïðåäåëåííûõ õàðàêòåðèñòèê òðàôèêà

ðàçìåð è âðåìÿ ïåðåäà÷è ôàéëîâ
âðåìÿ áåçäåéñòâèÿ
ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü
äëèòåëüíîñòü ñîåäèíåíèé

Êëþ÷åâîé ìàòåìàòè÷åñêèé ðåçóëüòàò îïðåäåëÿåò, ÷òî íàëîæåíèå
ìíîãèõ On�O� èñòî÷íèêîâ, ÷üè On èëè O� ïåðèîäû ïîêàçûâàþò
Ýôôåêò Íîÿ (ò.å., áåñêîíå÷íóþ äèñïåðñèþ), ïîðîæäàåò ñîâîêóïíûé
ñåòåâîé òðàôèê, êîòîðûé ïîêàçûâàåò Ýôôåêò Èîñèôà (ò.å.,
ñàìîïîäîáèå è äîëãîâðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü)

Òåðìèíû Ýôôåêò Èîñèôà è Ýôôåêò Íîÿ áûëè âûäóìàíû
Ìàíäåëüáðîòîì
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Íàëîæåíèå On�O� èñòî÷íèêîâ

Ñåòåâîé òðàôèê âîçíèêàåò êàê îáúåäèíåíèå áîëüøîãî ÷èñëà ïîòîêîâ
îò îòäåëüíûõ ïîëüçîâàòåëåé

Ïîâåäåíèå îòäåëüíîãî ïîëüçîâàòåëÿ, êîòîðûé ÷åðåäóåò ïåðèîäû
àêòèâíîé ðàáîòû â ñåòè (on-ïåðèîä) c ïåðèîäàìè ìîë÷àíèÿ
(o�-ïåðèîä) îïèñûâàåòñÿ áèíàðíûì on-o� ïðîöåññîì
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Ìîäåëü îòäåëüíîãî èñòî÷íèêà

Ìîäåëü îòäåëüíîãî èñòî÷íèêà: áèíàðíûé On-O� àëüòåðíèðóþùèé
ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ

Æèäêîñòíàÿ on�o� ìîäåëü

I (t) =

{
0 t ∈ o��ïåðèîä
1 t ∈ on�ïåðèîä

Îáîçíà÷èì ÷åðåç µon è µo� ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ on� è
o��ïåðèîäà, ñîîòâåòñòâåííî

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

F on ' `on x−αon Lon(x) (1 < αon < 2)

èëè σ2
on <∞ ⇒ αon

∆
= 2

è
F o� ' `o� x−αo� Lo�(x) (1 < αo� < 2)

èëè σ2
o� <∞ ⇒ αo�

∆
= 2

ãäå `on è `o� � êîíñòàíòû, à Lon(x) è Lo�(x) � ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ
íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèè
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Ñîâîêóïíûé àãðåãèðîâàííûé òðàôèê

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ N í. î. ð. èñòî÷íèêîâ

Èñòî÷íèê k (k = 1, ...,N) õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðîöåññîì
(
I (k)(t)

)
t≥0

Ïóñòü T > 0 � íåêîòîðûé ïàðàìåòð øêàëû âðåìåíè

Ñîâîêóïíûé àãðåãèðîâàííûé òðàôèê íà èíòåðâàëå [0, tT ],
ïîðîæäåííûé ýòèìè èñòî÷íèêàìè � ýòî ñóììàðíîå âðåìÿ àêòèâíîñòè
âñåõ N èñòî÷íèêîâ íà èíòåðâàëå [0, tT ]

Ñîâîêóïíûé àãðåãèðîâàííûé òðàôèê íà èíòåðâàëå [0, tT ]

AN(tT ) =

tT∫
0

(
N∑

k=1

Ik(u)

)
du,

Ïîâåäåíèå ïðîöåññà AN(tT ) ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ N è T

Ñõîäèìîñòü ê ôðàêòàëüíîìó Áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ: ñ ðîñòîì
ñíà÷àëà N, à çàòåì T (ýòîò ïîðÿäîê âàæåí) ðàñïðåäåëåíèå AN(tT )
ñáëèæàåòñÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì ïðîöåññà

TN
µon

µon + µo�
t + TH

√
L(T )N σlim ZH(t)

ãäå ZH(t) � íîðìèðîâàííîå ôðàêòàëüíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå
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Ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ àãðåãèðîâàííîãî òðàôèêà

Áîëåå òî÷íî àïïðîêñèìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñëåäóþùåé
ôóíêöèîíàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû

lim
T→∞

lim
N→∞

1

TH
√

L(T )
√
N

(
AN(tT )− TN

µon
µon + µo�

t

)
(d)
= σlim ZH(t)

σlim � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ

L(T ) � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ, òàêæå
âûðàæåííàÿ ÷åðåç èñõîäíûå ïàðàìåòðû

ZH(t) � íîðìèðîâàííîå ôðàêòàëüíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå, ñ

H =
3− αmin

2
ãäå αmin = min (αon, αo�)

Ñðåäíèé óðîâåíü TN
µon

µon + µo�
t îáåñïå÷èâàåò îñíîâíîé âêëàä

Êîëåáàíèÿ îò ýòîãî óðîâíÿ çàäàíû ôðàêòàëüíûì Áðîóíîâñêèì
äâèæåíèåì σlimZH(t), íîðìèðîâàííûì êîýôôèöèåíòîì TH

√
L(T )

√
N

1 < αmin < 2 ïîäðàçóìåâàåò 1/2 < H < 1, ò.å., ãëàâíûé êîìïîíåíò,
íåîáõîäèìûé äëÿ ïîëó÷åíèÿ LRD � ýòî ñâîéñòâî òÿæåëûõ õâîñòîâ äëÿ
On èëè O� ïåðèîäà
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Çàêëþ÷åíèå

Ñîäåðæàíèå

1 Ââåäåíèå

2 Äîëãîâðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü

3 Càìîïîäîáèå

4 Ðàñïðåäåëåíèÿ ñ òÿæ¼ëûìè õâîñòàìè

5 Çàêëþ÷åíèå
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