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Î ÷åì äîêëàä?

Íàñòîÿùèé äîêëàä ïîñâÿùåí îáçîðó íåêîòîðûõ
ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïðåèìóùåñòâåííî â ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ
çà ïîñëåäíèå ïî÷òè ïîë-âåêà â íàïðàâëåíèè ðàçâèòèÿ
àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷
äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè è èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé.
Ðå÷ü èäåò î òàêèõ çàäà÷àõ, êàê çàäà÷è ìàðøðóòèçàöèè,
ìíîãîèíäåêñíûå çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ, çàäà÷è
êëàñòåðèçàöèè, çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ, ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è
íà ãðàôàõ è ñåòÿõ è ò.ï.
Ìîíîãðàôèÿ Ãèìàäè Ý.Õ., Õà÷àé Ì.Þ. ¾Ýêñòðåìàëüíûå
çàäà÷è íà ìíîæåñòâàõ ïåðåñòàíîâîê¿ / � Åêàòåðèíáóðã:
�Èçäàòåëüñòâî Ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèé öåíòð ÓÏÈ�, 2016. �
210 c.
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Àêòóàëüíîñòü

Îáû÷íî ýòè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ òðóäíîðåøàåìûìè
(NP-òðóäíûìè), è ïîòîìó äëÿ èõ ðåøåíèÿ àêòóàëüíîé
îñòàåòñÿ ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ñ
ãàðàíòèðîâàííûìè îöåíêàìè êà÷åñòâà èõ ðàáîòû
(âðåìåííîé ñëîæíîñòè, òî÷íîñòè, íàäåæíîñòè
ñðàáàòûâàíèÿ).

Ãèìàäè Ý.Õ. Àëãîðèòìû ñ îöåíêàìè 3 / 42



Îöåíêà òî÷íîñòè àëãîðèòìà: äåòåðìèí. âõîäû

Îöåíêîé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìà A
ðåøåíèÿ çàäà÷è íà äåòåðìèí. âõîäàõ ðàçìåðà n íàçûâàþò
òàêóþ âåëè÷èíó εA(n), ÷òî íà ëþáîì âõîäå I âåðíî

|WA(I )− OPT (I )|
OPT (I )

≤ εA(n),

ãäå OPT (I ) è WA(I ) � îïòèìàëüíîå è íàéäåííîå â
ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà A çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè
çàäà÷è íà âõîäå I .
(Âåëè÷èíó WA

OPT
, îòëè÷íóþ îò 1 íà εA, íàçûâàþò

òî÷íîñòüþ(performance ratio) àëãîðèòìà.)
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Îöåíêà òî÷íîñòè àëãîðèòìà: ñëó÷àéíûå âõîäû

Äëÿ çàäà÷ íà ñëó÷àéíûõ âõîäàõ êà÷åñòâî àëãîðèòìà
õàðàêòåðèçóåòñÿ òàêæå âåðîÿòíîñòüþ íåñðàáàòûâàíèÿ.

Àëãîðèòì A èìååò îöåíêè εA(n) è δA(n) â êëàññå çàäà÷
ðàçìåðà n, åñëè íà ìí-âå âõîäîâ {I} âåðíî âåðîÿòí. íåð-âî:

P
{
|WA(I )− OPT (I )|

OPT (I )
> εA(n)

}
≤ δA(n),

ãäå δA(n) � âåðõ. îöåíêà âåð-òè íåñðàá. àëãîðèòìà A
äîëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà àëãîðèòì A íå ãàðàíòèðóåò ïîëó÷åíèå
ðåøåíèÿ ñ àíîíñèðîâàííîé ïîãðåøíîñòüþ).
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Ïåðâûé ïðèìåð àëãîðèòìà ñ îöåíêàìè � áîëüøå
ïîë-âåêà òîìó íàçàä!

Áîðîâêîâ À. À. Ê âåðîÿòíîñòíîé ïîñòàíîâêå äâóõ
ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷ // ÄÀÍ ÑÑÑÐ. 1962. 146(5). 983�986.

TSP & AP

Óòâåðæäåíèå.

Â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷åê â åäèíè÷íîì
êâàäðàòå ÀÁ ðåøàåò ÇÊ çà âðåìÿ O(n log n) ïî÷òè âñåãäà
(δn → 0) ñ îöåíêîé

εn = 0.48.
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Àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûé àëãîðèòì

Àëãîðèòì A ñ îöåíêàìè εn è δn àñèìïòîòè÷åñêè
òî÷åí, åñëè ñ ðîñòîì n

εA(n)→ 0 è δA(n)→ 0

Âïåðâûå àñèìïò. òî÷íûé ïîäõîä ïðåäñòàâëåí â 1969 ã.

[Ãèìàäè-Ïåðåïåëèöà]: Àëãîðèòì ÈÁÃ òðóä-òè O(n2)
äëÿ ÇÊ ñî ñëó÷. äèñêð. ô.ð. p(k) = P{cij = k},
k = 1,Kn, àñèìïò. òî÷åí ïðè

Kn∑
k=1

1

p(1) + . . .+ p(k)
= o(n).
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Ãèìàäè-Ïåðåïåëèöà [1974]

Óñëîâèÿ àñèìïò. òî÷íîñòè ÈÁÃ ñ íåïðåð. ô.ð. ýë-â
ìàòðèöû (cij) íà îãðàí. èíò-ëå (an, bn), an > 0.

bn

an
= o

(
n

max{nγn, Jn}

)
,

Jn =

∫
1

γn

dx

Pξ(x)
→∞,

ãäe ξ = (cij − an)/(bn − an), Pξ(x) = P{ξ ≤ x}, 0 ≤ x ≤ 1;

γn � êîðåíü óðàâíåíèÿ Pξ(x) = n−1.

Â ñëó÷àå ðàâíîì. ðàñïð. ÈÁÃ àñèìïò. òî÷åí,

åñëè ðàçáðîñ ýë-â ìàòðèöû îãðàíè÷åí âåëè÷èíîé

o
(
n/ log n

)
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Ãèìàäè-Ïåðåïåëèöà [1974]
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(
n/ log n

)
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Íåð-âî ×åáûøåâà vs Òåîðåìà Ïåòðîâà

Ïåðâûå ðåç-òû ïî îáîñíîâàíèþ àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷íîñòè
áûëè ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì íåð-âà ×åáûøåâà.
Ïîçæå áîëåå ïðîäóêòèâíîé îêàçàëàñü

Òåîðåìà Ïåòðîâà: Ïóñòü S =
n∑
j=1

Xj � ñóììà í.ñë.â. è

ñóù-ò. ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû T è g1, . . . , gn ñ ñóììîé

G =
n∑
j=1

gj òàêèå, ÷òî

EetXj ≤ e
1

2
gj t

2

(j = 1, n; 0 ≤ t ≤ T )

⇓

P{S > x} ≤
{

e−x
2/2G ïðè 0 ≤ x < GT ,

e−Tx/2 ïðè x ≥ GT .
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Îöåíêè êà÷åñòâà ÈÁÃ ñ èñïîëüç Ò. Ïåòðîâà

Òåîðåìà

ÈÁÃ çà âðåìÿ O(n2) äàåò ðåøåíèå ÇÊ íà ìèíèìóì ñ
îöåíêàìè

εn = O
( βn/an
n/ ln n

)
; δn = O(n−1)

ñ óñëîâèåì àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷íîñòè
βn
an

= o
( n

ln n

)
,

ãäå βn = bn, αn, σn, ñîòâåòñòâåííî, äëÿ ðàñïðåäåëåíèé
UNI(an, bn), EXP(an,∞) è NOR(an,∞).
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Eâêëèäîâà ÇÊ íà ìàêñèìóì (ETSPmax).

ÇÊ íàç-ñÿ åâêëèäîâîé, åñëè âåðøèíû ãðàôà çàäàíû
òî÷êàìè â ïð-âå Rk , à äëèíû ðåáåð ãðàôà ðàâíû
ðàññòîÿíèÿì ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷êàìè.

Problem Formulation

Â ïîëíîì n-âåðø. íåîð-ì ãðàôå G = (V ,E ) ñ âåñîâîé
ôóíêöèåé w : E → Rk íàéòè òàêîé ãàìèëüò. öèêë H, ÷òî∑

e∈H

w(e)→ max
{H}

.

Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ETSPmax ðåøàåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íî çà âðåìÿ O(n3) [Ñåðäþêîâ
(1987), Ãèìàäè (2001)].
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Euclidean MAX TSP.

Ìàêñèìàëüíîå âçâåøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèå â G

Îòïðàâíîé òî÷êîé â ðåøåíèè çàäà÷è
ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ìàêñ. âçâåøåííîãî
ïàðîñî÷åòàíèÿ M∗ â Rk, êîòîðîå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñîâîêóïíîñòè
{I1, . . . , Iµ} ïðÿìîëèíåéíûõ èíòåðâàëîâ
(îòðåçêîâ), µ = bn/2c.
M∗ îòûñêèâàåòñÿ çà âðåìÿ O(n3)
(Gabow-1983).
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Euclidean MAX TSP.

Ïàðîñî÷åòàíèå ìàêñ. âåñà

Ïóñòü M∗ = {I1, . . . , Iµ} � ñåì-âî îòðåçêîâ
ïàðîñî÷. ìàêñ. âåñà â ãðàôå G , µ = bn

2
c.

t-ðàçáèåíèåì íàç. ðàçäåëåíèå M∗ íà t < µ
ëåãêèõ è (µ− t) òÿæåëûõ îòðåçêîâ.
Äëÿ ïîäìí-âà M̃∗ ⊂M∗ òÿæåëûõ
îòðåçêîâ âåðíî

W (M̃∗) ≥ W (M∗)
(
1− t

µ

)
.
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Euclidean MAX TSP.

Ëåììà Ñåðäþêîâà-1984

Ïóñòü â åâêë. ïð-âå Rk çàäàíî ïðîèçâ.
ìí-âî èç t ïðÿìîëèí. îòðåçêîâ.

Òîãäà äëÿ íàèì. óãëà α = α(k, t) ìåæäó
äâóìÿ îòðåçêàìè èç ýòîãî ìí-âà âåðíî

sin2
α

2
≤ γk
t2/(k−1)

,

ãäå êîíñò. γk íå çàâèñèò îò t.
⇒ ïðè ôèêñ. ðàçì-òè ïð-âà lim

t→∞
α(k, t) = 0.
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Euclidean MAX TSP.
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Euclidean MAX TSP.
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Euclidean MAX TSP.
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Euclidean MAX TSP.

Ëåììà î ñêëåèâàíèè äâóõ îòðåçêîâ â Rk

Ïóñòü äàíû îòðåçêè I = (x , y) è I′ = (x ′, y ′) èç M∗ ñ
óãëîì α ≤ π/2 ìåæäó íèìè. Òîãäà

w(I) + w(I′) ≥

≥ max

{
w(x , x ′) + w(y , y ′)
w(x , y ′) + w(y , x ′)

≥

≥
(
w(I) + w(I′)

)
cos

α

2
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Euclidean MAX TSP.

Ðåáåðíûå öåïè (ñöåïêè)

Íàçîâåì ðåáåðíîé ñöåïêîé ñåìåéñòâî ñìåæíûõ
("ïî÷òè ïàðàëëåëüíûõ") òÿæåëûõ îòðåçêîâ.

Ñõåìà àëãîðèòìà

Øàã 0. Ñòðîèì M∗ è åãî t-ðàçáèåíèå.
Øàã 1. Ñîåäèíÿåì äâå íåñìåæíûå ñöåïêè ñ
ìèíèì. óãëîì ìåæäó èõ êðàéíèìè ðåáðàìè â îäíó
ðåáåðíóþ ñöåïêó.
Ïîâòîð. øàã 1 ïîêà ÷èñëî ñöåïîê íå ñòàíåò = t.
Øàã 2. Âñòðàèâàåì t ëåãêèõ ðåáåð ìåæäó
ñîñåäíèìè ñöåïêàìè.
Øàã 3. Óäàëÿÿ ðåáðà M∗ (êðîìå ì.á. äâóõ
êðàéíèõ), ïîëó÷àåì H .
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Euclidean MAX TSP.

Ïðèìåð: n = 26, µ = 13; t = 3.

Ïðåäâàðèòåëüíûé øàã:

x xx x xx x

y y y y y y y
2 3 4 5 µ−2

1 2 3 4 5
. . .

. . .y
1

x

y

6

6

.

.

.

.

. .

.

..

.

.

..

.

.

.

. .

.

.

.

x

µ−1 µ

µ−2 µ−1 µ

.

. . .

.

. .

.

Ðèñ. : Ïàðîñî÷. M ìàêñ. âåñà è åãî ðàçáèåíèå íà òÿæåëûå è ëåãêèå ðåáðà
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Euclidean MAX TSP.

Ðåáðà ïàðîñî÷.M: òÿæåëûå: 1�10; ëåãêèå 11�13.:

2 3 4 51 6

.

.

.

.

. .

.

..

.

.

..

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

. .

.

7 8 9 10

11 12 13
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Euclidean MAX TSP.

Øàã 1. Ñöåïêè èç òÿæåëûõ ðåáåð.

2 3 4 51 6

.

.

.

.

. .

.

..

.

.

..

.

.

.

. .

.

.

.
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Euclidean MAX TSP.

Øàã 2. Âñòàâêà ëåãêèõ ðåáåð

2 3 4 51 6

.

.

.

.

. .

.

..

.

.

..

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

. .

.

7 8 9 10

11 12 13

Ãèìàäè Ý.Õ. Àëãîðèòìû ñ îöåíêàìè 23 / 42



Euclidean MAX TSP.

Øàã 2. Âñòàâêà ëåãêèõ ðåáåð

2 3 4 51 6

.

.

.

.

. .

.

..

.

.

..

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

. .

.

7 8 9 10

11 12 13

Ãèìàäè Ý.Õ. Àëãîðèòìû ñ îöåíêàìè 24 / 42



Euclidean MAX TSP.

Øàã 2. Âñòàâêà ëåãêèõ ðåáåð

2 3 4 51 6

.

.

.

.

. .

.

..

.

.

..

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

. .

.

7 8 9 10
11

12 13

Ãèìàäè Ý.Õ. Àëãîðèòìû ñ îöåíêàìè 25 / 42



Euclidean MAX TSP.

Øàã 2. Âñòàâêà ëåãêèõ ðåáåð

2 3 4 51 6

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

..

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

. .

.

7 8 9 10
11 12

13

Ãèìàäè Ý.Õ. Àëãîðèòìû ñ îöåíêàìè 26 / 42



Euclidean MAX TSP.

Øàã 2. Âñòàâêà ëåãêèõ ðåáåð

2 3 4 51 6

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

..

.

.

.

. .

.

.

. .

. .

.

7 8 9 10
11 12

.

.

13

Ãèìàäè Ý.Õ. Àëãîðèòìû ñ îöåíêàìè 27 / 42



Euclidean MAX TSP.

Øàã 2. Âñòàâêà ëåãêèõ ðåáåð

2 3 4 51 6

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

..

.

.

.

. .

.

.

. .

. .

.

7 8 9 10
11 12

.

.

13

Ãèìàäè Ý.Õ. Àëãîðèòìû ñ îöåíêàìè 28 / 42



Euclidean MAX TSP.
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Euclidean MAX TSP.

Øàã 3. Óáèðàåì ðåáðà ïàðîñî÷., êðîìå ì.á. äâóõ
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Euclidean MAX TSP.

Øàã 3. ÓäàëèòüM∗-ðåáðà, êðîìå ì.á. äâóõ
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Euclidean MAX TSP.

Îöåíêè êà÷åñòâà àëãîðèòìà A(t)

εn ≤
2t

n
+

γk
t2/(k−1)

; TA(t) = O(n3).

Òåîðåìà îá àñèìïòîòè÷. òî÷íîñòè A

Àëãîðèòì ñ ïàðàìåòðîì t = n(k−1)/(k+1)

àñèìïòîòè÷åñêè òî÷åí:

εn = O
(
n−

2

k+1

)
→ 0 ïðè n→∞
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Çàäà÷à îá m êîììèâîÿæåðàõ (m-PSP)

m-Peripatetic Salesman Problem [Êðàðóï (1974)]

Â ïîëíîì n-âåðø. íåîð. ãðàôå G = (V ,E ) ñ w : E → R+

íàéòè m ðåá.-íåïåðåñ. ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ
H1, . . . ,Hm ⊂ E c ìèí. (ìàêñ.) ñóì. äëèíîé
W (H1) + . . .+W (Hm), ãäå W (H) =

∑
e∈H

w(e).

m = 1⇒ îáû÷íàÿ ÇÊ.

Çàäà÷à NP-òðóäíà ïðè m ≥ 2 [De Kort (1991)].
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Àñèìïò. òî÷íûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ Eucl Max m-PSP

Àëãîðèòì

Ñíà÷àëà â ãðàôå G îòûñêèâàåòñÿ ìàêñ. (ïî âåñó)
ïàðîñî÷åòàíèåM∗.

Çàòåì ïîñëåäîâ. ñòðîþòñÿ ìàðøðóòû ñ èñïîëüç. ðåáåð
ïàðîñî÷åòàíèÿM∗, íî òîëüêî â êà÷åñòâå âñïîìîã.
ñòðîèò. ëåñîâ òàê, ÷òî íè îäèí èç ïîñòð-õ ìàðøðóòîâ
íå ñîäåðæèò ðåáåðM∗.

Îòíîñ. ïîãð-òü ðåøåíèÿ ðàâíà âåëè÷èíå ïîðÿäêà(
m
n

) 2

k+1 , ãäå k-ðàçìåðíîñòü ïð-âà.

Ïîëó÷àåì óñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷íîñòè
àëãîðèòìà:

m = o(n).
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Åùå ïðèìåðû òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷ ñ ðåàëèçàöèÿìè
àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîãî ïîäõîäà ê èõ ðåøåíèþ

• Çàäà÷à m-PSP íà ñëó÷. âõîäàõ ñ îäèíàêîâûìè è ñ
ðàçëè÷íûìè âåñîâûìè ôóíêöèÿìè ìàðøðóòîâ
êîììèâîÿæåðà.
• Çàäà÷à îòûñêàíèÿ ïîêðûòèÿ ïîëíîãî âçâåø.
ãðàôà m íåñìåæíûìè öèêëàìè çàäàííûõ ðàçìåðîâ
ñ ìàêñèìàëüíûì ñóììàðíûì âåñîì ðåáåð â
ïîêðûòèè m-Cycles Cover Problem (m-CCP).
• Çàäà÷è ìàðøðóòèçàöèè òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ
(VRP) ñ îäíèì è íåñêîëüêèìè äåïî, ñ âîçâðàòîì è
íåîáÿçàòåëüíûì âîçâðàòîì â äåïî è äð.
• Çàäà÷à îòûñêàíèÿ ñâÿçíîãî îñòîâíîãî ïîäãðàôà ñ
ìàêñèìàëüíûì âåñîì ðåáåð â ïîëíîì
íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ñ çàäàííûìè ñòåïåíÿìè
âåðøèí.
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Ïðîäîëæåíèå

• Çàäà÷à îòûñêàíèÿ â ïîëíîì âçâåøåííîì ãðàôå
îñòîâíîãî äåðåâà ñ îãðàíè÷åííûì ñíèçó
äèàìåòðîì ïî êðèòåðèþ ìèíèìóìà ñóììàðíîãî
âåñà ðåáåð íà ñëó÷àéíûõ âõîäíûõ äàííûõ
(Minimum Spanning Tree Bounded from Below �
MSPBB)(íà ïðèìåðå ðàâíîìåðíîãî, ïîêàçàòåëüíîãî è
óñå÷åííî-íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèé).
• Çàäà÷à îòûñêàíèÿ ïîäìíîæåñòâà âåêòîðîâ
çàäàííîãî ðàçìåðà ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî
âåñà (Vector Subset Problem � VSP)
• Çàäà÷à ðàçáèåíèÿ ãðàôà íà äâà ïîäìíîæåñòâà
(êëàñòåðà) çàäàííûõ ðàçìåðîâ ñ íóëåâûì öåíòðîì
îäíîãî èç íèõ ïî êðèòåðèþ ìèíèìóìà ñóììû
êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé âåðøèí îò ñîîòâåòñòâóþùèõ
öåíòðîâ êëàñòåðîâ.
Îáå çàäà÷è ýêâèâàëåíòíû â òîì ñìûñëå, ÷òî òî÷íîå
ðåøåíèå îäíîé çàäà÷è (íà ìàêñèìóì) äàåò òî÷íîå ðåøåíèå
äðóãîé (íà ìèíèìóì).Ãèìàäè Ý.Õ. Àëãîðèòìû ñ îöåíêàìè 41 / 42



Íó âîò è âñå!

ÑÏÀÑÈÁÎ ÇÀ

ÂÍÈÌÀÍÈÅ!
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