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В данной статье предложен приближенный способ определения 

оптимального управления, который основан на разделении медленных и 

быстрых координат вектора состояния методом интегрального 

многообразия, что позволяет ограничиваться рассмотрением «укороченной» 

системы меньшей размерности вместо исходной системы, имеющей более 

высокий порядок. 

 

Рассматриваемая задача оптимального управления состоит в следующем: 

требуется найти r- мерную непрерывную вектор-функцию )(tu , доставляющую 

минимум функционалу 
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на траекториях системы 
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 ,, mn RzRx  0  - малый параметр, 

0T  -фиксированное число,  знак транспонирования, cd , векторы с 

размерностью ,, mn  R положительно определенная постоянная матрица с 

размерностью  ,nm   ,,)(,)(),(,)( 14321 rnBmmAnmAmnAnnA   

  rmB2  постоянные матрицы.  

 Интеграл в формуле (1) оценивает энергии управляющего воздействия 

затрачиваемого в процессе управления. 

Предположим, что вещественные части корней матрицы 4A  

отрицательные. 

Систему (2) можно переписать в виде: 

,,)0(, 0121

nRxxxuBzAxAx                 (3) 

,,)0(, 0243

mRzzzuBzAxAz   

Гамильтониан оптимальной задачи (1), (3) для отыскания минимума 

энергетического потребления определяется в виде 
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где векторы p и q  являются решениями сопряженной системы   

  ,31 qApAp             (5) 

  qApAq   42
  

и удовлетворяет граничным условиям 
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Условие    
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должно быть выполнено вдоль оптимальной траектории [1]  и означает 
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По предположению корни характеристического уравнения матрицы 4A  

имеют отрицательные вещественные части, тогда система (5) имеет 

пограничный слой и для нее существует интегральное многообразие [2]  

,)( phq   где   nmh )( мерная матрица элементы, которой обычно зависят 

от  . 

Матрица )(h  удовлетворяет матричному уравнению 

 .)( 4231 hAAhAAh           (9) 

Решение уравнение (9) можно построить в виде сходящегося степенного 

ряда [2]   
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 Замена  hpq   приводит систему (5) к виду: 

 ,),(,)( 331 dTpAphAAp                  (11) 
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Тогда решение системы (11) с начальными условиями (6) записывается в виде 

  ),()()()(),()()( 21  mtphtqmtptp               (12) 

где 
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 Функции 1m  и 2m  удовлетворяют неравенствам: 

  ,, 022011

  eCmeCm                (14) 

где .0,,, 21 
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Если выбрать начальную точку 










c
d ,  принадлежащую интегральному 

многообразию ,)( phq   то 0,0,0 210  mm  и следовательно, 

 phqpp )(,   решение системы (5),  траектория которого лежит на этом 

многообразии. Таким образом, для произвольной точки   00 , qp  указана такая 

точка  00000 )(, phqppp   лежащую на интегральном многообразии 

,)( phq   что решение системы (5) выходящие из точки  00 , qp  при ),0(  Tt  

неограниченно приближается к решению при   

,)(,)(, 0pTpphqpp    лежащему на этом многообразии. С учетом 

соотношений из (12) формула (8) записывается в виде 
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где    

   ),0(,)(, 21

343122211    eOhAAABBBhBBB            (16) 

,,)( 2011 hdCpd     ., 344311

  hAAAhAAA   

При 0  имеем следующие предельные соотношения: 

  ,lim,lim,lim 3

1

42100222

1

42101 AAAAAABBBAABBB    

  .lim,lim,lim 2

1

43144 CCAAdAA     

С учетом (15) система (3) примет вид             

,),0(, 0121 xxzAxAx                          (17) 

,),0(, 0243 zzzAxAz         

где  ,, 2211  BB    а ),( t  известная функция, определенная формулой 

(15). 

 В отличие от (5) система (17) имеет интегральное многообразие  

  ),,()(  txKz                   (18) 

движение по которому описывается системой 

  .)( 1321   AxKAAx                 (19) 

Матрица K  и вектор   являются решениями уравнений: 

  ,)( 4321 KAAKAAK                  (20) 

  .)( 2412 
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 Аналогично вышеуказанному, уравнения (20) также имеют решения, 

которые могут быть представлены в виде сходящихся степенных рядов 

  ,10   n
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 Для функции входящие в правые части системы (17) можно записать 

конечные асимптотические разложения по степеням  , коэффициенты которых 



однозначно определяются из соотношения (20) путем приравнивания 

коэффициентов при одинаковых степенях  . 

 Произведя в системе (17) замену  

  ,),()( ytxKz                   (21) 

можно разделить быстрые и медленные движения, перейдя к системе 

  ,),0(,)( 021221 xxyAAxKAAx               (22) 

  .)0()0(,)( 00024 yKxzyyKAAy    

 Аналогично, как это делалось выше для системы (5), решение системы 

(22) можно записать в форме (12).  
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