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Осуществлено замыкание уравнения Корсина. Построена основанная на за-
мкнутой системе уравнений Колмогорова и Яглома численная модель локаль-
но изотропной турбулентности. Результаты расчетов структурных функций DLL,
DLL,L, Dθθ, DLθ,θ и одномерных спектров полей скорости и концентрации пассив-
ного скаляра удовлетворительно согласуются с известными экспериментальными
данными. В предположении постоянства инвариантов Лойцянского и Корсина по-
строено автомодельное решение уравнения Корсина, соответствующее бесконечно
большим числам Рейнольдса и Пекле. Разработана основанная на замкнутых урав-
нениях Кармана-Ховарта и Корсина численная модель динамики турбулентности
и флуктуаций температуры за нагретой решеткой в аэродинамической трубе.

1. Постановка задачи.

Уравнения Кармана-Ховарта и Корсина для двухточечных корреляционных функций
полей скорости и температуры (пассивного скаляра) в изотропном турбулентном потоке
имеют вид [1]:
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Здесь BLL, BLL,L продольные двухточечные корреляционные функции второго и тре-
тьего порядка; Bθθ– двухточечная корреляционная функция поля температуры; BLθ,θ -
смешанный момент третьего порядка; ν и χ коэффициенты кинематической вязкости
и температуропроводности (диффузии пассивного скаляра).

Следуя [1], определим интегральные масштабы турбулентности Lu, Lθ и турбулент-

ные числа Рейнольдса и Пекле соотношениями: Lu = (1/u2)
∞∫
0

BLLdr, Lθ = (1/θ2)
∞∫
0

Bθθdr,

ReL = uL /ν , PeL = uL /χ , L = min(Lu, Lθ), где u2 = BLL(0, t), θ2 = Bθθ(0, t).
Если числа ReL, PeL достаточно велики, то, как известно [1], существует равновес-

ный интервал значений r ¿ L, в котором (1), (2) сводятся к уравнениям для струк-
турных функций DLL, DLL,L, Dθθ, DLθ,θ, связанных с BLL, BLL,L, Bθθ, BLθ,θ следующим
образом:

DLL = 2[u2 −BLL(r, t)], DLL,L = 6BLL,L(r, t),
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Dθθ = 2[θ2 −Bθθ(r, t)], DLθ,θ = 4BLθ,θ(r, t).

Зависимостью от времени в этих соотношениях можно пренебречь [1] и следствия урав-
нений (1), (2) имеют вид:

DLL,L(r)− 6ν
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где ε = −(3/2)du2/dt, N = −(1/2)dθ2/dt – скорости диссипации и выравнивания темпе-
ратурных неоднородностей (неоднородностей концентрации пассивного скаляра) соот-
ветственно. Вывод уравнения (3) принадлежит А.Н. Колмогорову; уравнение (4) полу-
чено А.М. Ягломом (непосредственно как следствие уравнений Навье-Стокса).

Следуя [2-4] выразим BLL,L и BLθ,θ через BLL и Bθθ с помощью соотношений гради-
ентного типа:
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, BLθ,θ = K2
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,

или, для структурных функций
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, −DLθ,θ = 2K2
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Здесь K1 и K2 – коэффициенты турбулентной вязкости и диффузии. Определим K1 и
K2 следующим образом [2-4]:
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√

DLL , K2 = κ2r
√

DLL, (6)

где κ1 и κ2 – эмпирические постоянные. С учетом (5) система уравнений (3), (4) запи-
шется в виде
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Начальными условиями для системы (7), (8) являются

DLL = Dθθ = 0, r = 0. (9)

Из решения системы уравнений (7), (8) следует [1], что в инерционно-конвективном
интервале L À r À η, η = max(ηu, ηθ), ηu = (ν3/ε)1/4, ηθ = (χ3/ε)1/4, в котором K1 À ν,
K2 À χ, величины DLL и Dθθ равны соответственно

DLL = (1/5κ1)
2/3(εr)2/3 = Cu(εr)

2/3 (10)

Dθθ =
(
1 /κ2

√
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)
Nε−1/3r2/3 = CθNε−1/3r2/3. (11)

В этих равенствах, выражающих собой закон двух третей, величины Cu, Cθ – уни-
версальные постоянные. В [1] на основе обработки большого числа экспериментальных
данных предложено значение Cu = 1.9; отсюда в [2,3] получено κ1 = 0.076. Рекомендо-
ванное в [1] значение Cθ = 3.0; ему соответствует κ2 = 0.242.
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По найденным путем решения задачи (7)—(9) структурным функциям DLL, Dθθ

могут быть вычислены одномерные спектры полей скорости и пассивного скаляра (k –
волновое число)[1]:
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Переменные задачи (7)—(9) могут быть обезразмерены с применением в качестве
масштабов длины величины ηu, скорости vη = (ν · ε)1/4 и температуры (концентрации
пассивного скаляра) θk = (Nηu/vη)

1/2.
Задача Коши (7)—(9) решалась с применением стандартного метода Рунге-Кутта

четвертого порядка точности. При этом решение находилось в узлах сетки ri = ri−1+hi,
i = 1, . . . , I; r0 = 0. Величина rI выбиралась достаточно большой. Для вычисления
одномерных спектров (12) по найденным из (7), (8) значениям f1i =

(
dDLL

/
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)
i
,

f2i =
(
dDθθ

/
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)
i
строились кубические интерполяционные сплайны и применялся ме-

тод Филона. Тестирование алгоритма расчета спектров осуществлялось путем вычис-
ления преобразований Фурье от сеточных аналогов функций e−x, e−x2 , x

/
(β2 + x2),

β = const. Точные аналитические значения этих величин известны. Значения волно-
вого числа варьировались так, чтобы косинус-преобразование Фурье уменьшалось на
20, 15 и 11 порядков соответственно. Рассчитанные величины преобразований Фурье
совпадали с их аналитическими значениями с точностью до 3–4 значащих цифр.

Рассчитанные с применением замкнутой системы уравнений Колмогорова-Яглома
структурные функции второго порядка и на основе гипотез (5) структурные функции
третьего порядка, а также одно-мерные спектры хорошо согласуются с многочислен-
ными отечественными и зарубежными эксперимен-тальными данными [5,6].

2. Автомодельное решение уравнения Корсина.

Автомодельное решение замкнутой системы уравнений (1) – (2), соответствующее ν =
χ = 0 в предположении постоянства инвариантов Лойцянского и Корсина [3,14] и вы-
полнения краевых условий
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= 0, r = 0;

BLL = Bθθ → 0, r →∞
имеет вид

BLL = u2f(r/L) = u2f(ξ), Bθθ = θ2ϕ(ξ), ξ = r/L (13)
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/
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Здесь A7 = Λ
/ (
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√
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)
, Λ =

∞∫
0

r4BLL(r, t)dr, K =
∞∫
0

r2Bθθ(r, t)dr — инва-

рианты Лойцянского и Корсина; t0 = const; Qu =
∞∫
0

ξ4f(ξ)dξ; Qθ =
∞∫
0

ξ2ϕ(ξ)dξ. Заметим,

что из (16) следует, что ϕ ≈ 1 − (2κ1/3κ2) ξ2/3 = ϕ0(ξ) при малых ξ. Автомодельное
решение (14), (15) получено Ю.М. Лыткиным в [2]. Законы вырождения (15) согласу-
ются с известными законами А.Н. Колмогорова [1]. График функции ϕ(ξ) представлен
на рис. 1.

Рис. 1. Автомодельное решение уравнения Корсина, соответствующее Qu = 100; 1 — функция
ϕ(ξ), определяемая формулой 16; 2 — функция ϕ0(ξ) = 1−(2κ1/3κ2) ξ2/3; 3 — функция ϕ1(ξ) =

e
− 2κ1

3κ2
ξ.

Наряду с ϕ(ξ) на рис. 1 приведена также функция ϕ1(ξ) = e
− 2κ1

3κ2
ξ — автомодельное

решение уравнения Корсина, замкнутого с применением упрощенной модели Миллион-
щикова, в которой полагалось:K1 = κ1r

√
BLL(0, t), K2 = κ2r

√
BLL(0, t). Закон вырож-

дения θ2 был впервые указан, по-видимому, Корсиным [1].
Результаты численного моделирования вырождения турбулентности за нагретой ре-

шеткой с применением замкнутой системы уравнений (1)–(2) и их сопоставление с из-
вестными экспериментальными данными для конечных значений чисел Рейнольдса и
Пекле представлены в [4].

В связи с краткостью настоящей заметки ограничимся лишь перечислением этих
результатов. Извест-но[1], что близкую к изотропной турбулентность можно создать в
лабораторных условиях, помещая в рабочей части аэродинамической трубы или гиро-
канала турбулизующую решетку. Результаты измере-ний корреляционных функций в
потоке за турбулизующими решетками можно использовать для сопос-тавления с ре-
зультатами расчетов. В работе построена основанная на замкнутой системе уравнений
(1)-(2) численная модель динамики изотропной турбулентности и турбулентных флук-
туаций температуры в изотропном турбулентном потоке. Уравнения (1)-(2) аппрокси-
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мируются с применением консервативных неявных конечно-разностных схем с итера-
циями по нелинейности на неравномерных сетках. Следствием этих аппроксимаций и
предположения о быстром убывании двухточечных корреляционных функций полей
скорости и температуры являются инварианты Лойцянского и Корсина. Рассмотрен
вопрос о применении простых подвижных сеток, сгущающихся в области больших гра-
диентов корреляционных функций. Результаты расчетов ( поведение интенсивностей
турбулентных флуктуаций полей скорости и температуры, микромасштабов Тейлора
и Корсина, турбулентных чисел Рейнольдса и Пекле в зависимости от расстояния от
решетки; двухточечные корреляционные функции полей скорости и температуры на
нескольких удалениях от решетки в аэродинамической трубе) достаточно хорошо со-
гласуются с экспериментальными данными Корсина и его коллег[1].

3. Заключение

Основные результаты работы сводятся к следующему. Построена основанная на замкну-
той системе уравнений Колмогорова и Яглома численная модель локально изотропной
турбулентности. Рассчитанные структурные функции второго и третьего порядков и
одномерные спектры полей скорости и концентрации пассивного скаляра удовлетво-
рительно согласуются с экспериментальными данными. В предположении постоянства
инвариантов Лойцянского и Корсина построено автомодельное решение уравнения Кор-
сина. Подробное изложение результатов доклада можно найти в [4-6].
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