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Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ôóíêöèè èñòî÷íèêà äëÿ îäíî-
ìåðíîé ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà, îäíî èç
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì, à âòîðîå � ýëëèïòè÷åñêèì. Èññëåäîâàíû çàäà-
÷à Êîøè è ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Èñõîäíûå çàäà÷è àïïðîêñèìèðóþòñÿ çàäà÷àìè,
â êîòîðûõ ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå çàìåíÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì, ñîäåðæàùèì ìà-
ëûé ïàðàìåòð ε > 0 ïðè ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè. Äîêàçàíû ðàçðåøèìîñòü àïïðîê-
ñèìèðóþùèõ çàäà÷ è èñõîäíîé çàäà÷è â êëàññàõ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ ïîëóýâîëþöèîííîé ñèñòåìû íàõîäÿòñÿ êàê ïðåäåëû ω ðåøå-
íèé ωε ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýâîëþöèîííûõ ñèñòåì ïðè ñòðåìëåíèè
ïàðàìåòðà ε ê íóëþ.

Ðàçðåøèìîñòü èññëåäóåìûõ çàäà÷ ïðè ε > 0 ïðè óñëîâèè ïåðèîäè÷íîñòè ïî
ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè è âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ñî-
ãëàñîâàíèÿ âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è äîêàçàíà "â öåëîì" ìåòîäîì ñëàáîé àïïðîêñè-
ìàöèè [1,2]. Ïåðåîäè÷íîñòü ðåøåíèé ωε äîêàçûâàåòñÿ ðàñùåïëåíèì èñõîäíûõ çàäà÷
íà ðÿä çàäà÷, êîìïîíåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïåðåîäè÷åñêèìè ïî x è ðàâíîìåðíî
ñõîäÿòñÿ ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà ðàñùåïëåíèÿ ê íóëþ ê ïåðåîäè÷åñêèì ïî x
ôóíêöèÿì ωε, ÿâëÿþùèìèñÿ ðåøåíèÿìè àïïðîñêèìèðóþùèõ çàäà÷. Óñëîâèÿ ïåðå-
îäè÷íîñòè ðåøåíèé ωε ïîçâîëÿþò äîêàçàòü ðàâíîìåðíûå ïî ε îöåíêè ðåøåíèé ωε â
íîðìàõ Ck

(
QT

)
, QT = {t, x|0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ x ≤ l}, è ðàâíîìåðíóþ â QT ñõîäèìîñòü

ωε ê ω.
Ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. Ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà íàõîäèò-

ñÿ ïðèíàäëåæàùàÿ ïàðàáîëè÷åñêîìó óðàâíåíèþ íåèçâåñòíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîð
- ôóíêöèè èñòî÷íèêà [3], è ñëó÷àé, êîãäà íåèçâåñòíà êîìïîíåíòà, ïðèíàäëåæàùàÿ
óðàâíåíèþ, ñîäåðæàùåìó ìàëûé ïàðàìåòð.

Èçó÷åíèþ ïðÿìûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì ñîñòàâíîãî òèïà ïîñâÿùåíû ðàáîòû ðàçëè÷-
íûõ àâòîðîâ [4-10]. Îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ ýâîëþöèîííûõ ñèñòåì ñîñòàâíîãî òèïà
ñì., íàïðèìåð, â [11-14].

Çàäà÷à 1.

Ðàññìîòðèì â ïîëîñå Π[0,T ] = {(t, x)|0 ≤ t ≤ T,−∞ < x < +∞} ñèñòåìó óðàâíåíèé

uεt + a11u
ε + a12v

ε = µ1u
ε
xx + gεf, (1)

εvεt + a21u
ε + a22v

ε = µ2v
ε
xx + F, ε > 0− const,

ñ äàííûìè Êîøè

uε(0, x) = u0(x), vε(0, x) = v0(x), −∞ < x < +∞. (2)

Â ñèñòåìå (1) êîýôôèöèåíòû aij = aij(t) çàäàíû íà îòðåçêå [0, T ], µi = const > 0,
i = 1, 2. Ôóíêöèè f , F çàäàíû â Π[0,T ], à ôóíêöèÿ f(t, x) óäîâëåòâîðÿåò ïðè x0 ∈ (0, l)
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óñëîâèþ

f(t, x0) ≥ δ, δ > 0− const, t ∈ [0, T ]. (3)

Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèè uε = uε(t, x), vε = vε(t, x), gε = gε(t) ïðè äîïîëíèòåëüíîì
óñëîâèè (óñëîâèè ïåðåîïðåäåëåíèÿ)

uε(t, x0) = ϕ(t), ϕ(t) ∈ C2[0, T ], (4)

ãäå ϕ(t) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ íà [0, T ].
Â ïðåäïîëîæåíèè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè âõîäíûõ äàííûõ ìû:

• äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå äîñòàòî÷íî ãëàäêîãî ðåøåíèÿ (uε, vε, gε) çàäà÷è (1), (2),
(4) â Π[0,T ] ïðè ëþáîì ε > 0;

• ïðè óñëîâèè ïåðèîäè÷íîñòè ïî x è íå÷åòíîñòè âõîäíûõ äàííûõ f , F , u0, v0 äîêà-
æåì ñóùåñòâîâàíèå äîñòàòî÷íî ãëàäêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ (uε, vε, gε)
â QT = [0, T ]× [0, l] ïðè ïåðâîì êðàåâîì óñëîâèè

uε(t, 0) = vε(t, 0) = uε(t, l) = vε(t, l) = 0, t ∈ [0, T ]. (5)

• äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ (u, v, g) ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è (10), (20), (40),
(50), ãäå

u = lim
ε→0

uε, v = lim
ε→0

vε, g = lim
ε→0

gε,

è ÷åðåç (10), (20), (40), (50) îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâåííî (1), (2), (4), (5) ïðè ε = 0
(uε = u, vε = v);

• Ïîëó÷èì îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè uε, vε, gε ê u, v, g ñîîòâåòñòâåííî ïðè ε→ 0.

Ïðåäïîëîæèì âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

• óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ

u0(x0) = ϕ(0); (6)

• ôóíêöèè aij(t), i, j = 1, 2, äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà îòðåçêå [0, T ]:

aij ∈ C2[0, T ], i, j = 1, 2; (7)

• ìàòðèöà

A(t) =

(
a11(t) a12(t)
a21(t) a22(t)

)
ïîðîæäàåò ñèììåòðè÷åñêóþ è êîýðöèòèâíóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó
a(t, ξ, χ) = (A(t)ξ, χ):

a(t, ξ, χ) = a(t, χ, ξ), ∀χ, ξ ∈ E2,

a(t, ξ, ξ) ≥ κ|ξ|2,∀ξ = (ξ1, ξ2) ∈ E2, t ∈ [0, T ], κ > 0− const. (8)
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Ðàññìîòðèì ÷åòíîå ÷èñëî p ≥ 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè f , F , u0, v0 èìåþò
íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â (9), è óäîâëåòâîðÿò óñëîâèÿì∣∣∣∣ ∂j∂xj ∂m∂tmF (t, x)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂j∂xj ∂m∂tmf(t, x)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂j∂xj u0(x)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂j∂xj u0(x)

∣∣∣∣ ≤ C, (9)

j = 0, . . . , p+ 6, m = 0, 1, 2, (t, x) ∈ QT .

Â (9) è íèæå C � ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò ε.
×åðåç K l,k1,k2

d (Π[0,T ]) îáîçíà÷èì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âåêòîð - ôóíêöèé
(ϕ(t, x), ψ(t, x), χ(t)), îïðåäåëåííûõ â Π[0,T ] × Π[0,T ] × [0, T ] ñîîòâåòñòâåííî è òàêèõ, ÷òî
â Π[0,T ] ôóíêöèè ϕ, ψ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî x äî ïîðÿäêà l, ôóíêöèÿ ϕ
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî t äî ïîðÿäêà k1, ôóíêöèÿ ψ íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìà k2 ðàç ïî t è ôóíêöèÿ χ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà d ðàç íà [0, T ].

×åðåç K l,k1,k2
d (QT ) îáîçíà÷èì K l,k1,k2

d (Π[0,T ]), ãäå âìåñòî Π[0,T ] ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü
QT .

Òåîðåìà 1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (3), (6)�(9) çàäà÷à (1), (2), (4) èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå (uε, vε, gε) êëàññà Kp+4,1,1
1 (Π[0,T ]), óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ

p+4∑
j=0

∣∣∣∣ ∂j∂xjωε(t, x)

∣∣∣∣+ ||gε||C1[0,T ] +

∣∣∣∣ ∂∂tωε(t, x)

∣∣∣∣ ≤ C(ε), (t, x) ∈ Π[0,T ]. (10)

Ïîñòîÿííàÿ C(ε) â (10) çàâèñèò, âîîáùå ãîâîðÿ, îò ε è âõîäíûõ äàííûõ. Ôóíêöèÿ

gε =
ϕ′(t) + a11ϕ(t) + a12v

ε(t, x0)− µ1u
ε
xx(t, x0)

f(t, x0)
, ωε = (uε, vε).

Çàìå÷àíèå 1. Èç (10) è ñèñòåìû (1) ñëåäóåò, ÷òî ∂
∂t

∂j

∂xj
ωε(t, x) ñóùåñòâóåò è∣∣∣∣ ∂∂t ∂j∂xjωε(t, x)

∣∣∣∣ ≤ C(ε), j = 0, 1, . . . , p+ 2, (t, x) ∈ Π[0,T ]. (11)

Ïðåäïîëîæåíèå 1. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âõîäíûå äàííûå u0(x), v0(x), f(t, x),
F (t, x), � ïåðèîäè÷åñêèå ïî x ôóíêöèè è ðÿäû

u0(x) =
∞∑
k=1

αk sin
kπ

l
x, v0(x) =

∞∑
k=1

βk sin
kπ

l
x, (12)

f(t, x) =
∞∑
k=1

fk(t) sin
kπ

l
x, F (t, x) =

∞∑
k=1

Fk(t) sin
kπ

l
x

ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî â [0, l] è QT âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè ïî x äî ïîðÿäêà p+4.
Òåîðåìà 2. Ïðè âûïîëíåíèè ïðåäïîëîæåíèÿ 1 è óñëîâèé òåîðåìû 1 ïðè ëþáîì

ôèêñèðîâàííîì ε > 0 êîìïîíåíòû uε, vε ðåøåíèÿ (uε, vε, gε) çàäà÷è (1), (2), (4) ÿâëÿ-
þòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ïî ïåðåìåííîé x è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

∂2muε(t, 0)

∂x2m
=
∂2muε(t, l)

∂x2m
=
∂2mvε(t, 0)

∂x2m
=
∂2mvε(t, l)

∂x2m
= 0, m = 0, 1, . . . ,

p

2
+ 2. (13)
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 1,2 ìîæíî ïðîâåñòè íà îñíîâå ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ [1,2].
Ïåðèîäè÷íîñòü uε, vε â òåîðåìå 2 äîêàçûâàåòñÿ â ñèëó (12) ðàñùåïëåíèåì çàäà÷è (1),

(2), (4) íà ðÿä çàäà÷, êîìïîíåíòû ðåøåíèé êîòîðûõ uετ , vετ ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè
ïî x, óäîâëåòâîðÿþò (13) è ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ïðè τ → 0 ê ïåðèîäè÷åñêèì ïî x
ôóíêöèÿì uε, vε, óäîâëåòâîðÿþùèì (13).

Ïðåäïîëîæèì âûïîëíåíèå óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ âõîäíûõ äàííûõ

µ2v0xx(x) + F (0, x)− a21(0)u0(x)− a22(0)v0(x) = 0. (14)

Äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3), (6)�(9), (14). Òîãäà ðåøåíèå (u, v, g)

çàäà÷è

ut(t, x) + a11u+ a12v(t, x) = µ1uxx(t, x) + g(t)f(t, x),

a21u(t, x) + a22v(t, x) = µ2vxx(t, x) + F (t, x), (15)

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x), x ∈ [0, l], (16)

u(t, 0) = v(t, 0) = u(t, l) = v(t, l) = 0, (17)

u(t, x0) = ϕ(t) (18)

ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â êëàññå Kp−1,1,0
0 (QT ) è ïðè ε→ 0

∂juε

∂xj
→ ∂ju

∂xj
,
∂jvε

∂xj
→ ∂jv

∂xj
ñèëüíî â C(QT ), j = 0, 1, . . . , p− 1,

gε → g ñèëüíî â C[0, T ], (19)

è èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂juε∂xj

− ∂ju

∂xj

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
C(QT )

≤ ε
1
2C, j = 0, 1, 2,

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂muε∂xm

− ∂mu

∂xm

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L2(QT )

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂mvε∂xm

− ∂mv

∂xm

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L2(QT )

≤ ε
1
2C, m = 0, 1, . . . , 4. (20)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1), ñëåäóåò, ÷òî

g(t) =
ϕ′(t) + a11ϕ(t) + a12v(t, x0)− µ1uxx(t, x0)

f(t, x0)
. (21)

Çàäà÷à 2.

Ðàññìîòðèì âî ïîëîñå Π[0,T ] ñèñòåìó óðàâíåíèé

uεt + a11(t)u
ε + a12(t)v

ε = µ1u
ε
xx + f,

εvεt + a21(t)u
ε + a22(t)v

ε = µ2v
ε
xx + gεf, (22)

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïåðåîïðåäåëåíèÿ

vε(t, x0) = ψ(t) ∈ C2[0, T ], (23)
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óñëîâèå
F (t, x0) ≥ δ > 0, (24)

è ïðè íåêîòîðîì β > 0 óñëîâèÿ

κ >
µ2l

1
2M2

2δβ
,

1 >
βl

3
2M2

2δ
. (25)

Â (25) ïîñòîÿííàÿ M2 = max
QT

∣∣∣∣∣ ∂2∂x2F (t, x)

∣∣∣∣∣.
Ñ÷èòàåì âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ âõîäíûõ äàííûõ

v0(x0) = ψ(0), (26)

µ2v0xx(x)− a21(0)u0(x)− a22(0)v0(x) + g(0)F (0, x) = 0, (27)

ãäå g(0) =
[
a21(0)u0(x0) + a22(0)ψ(0)− µ2v0xx(x0)

] 1

F (0, x0)
. (28)

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ :
Òåîðåìà 4. Ïðè âûïîëíåíèè ïðåäïîëîæåíèÿ 1 è óñëîâèé (24),(26),(7)-(9) ïðè ëþ-

áîì ôèêñèðîâàííîì ε > 0 êîìïîíåíòû uε, vε ðåøåíèÿ (uε, vε, gε) çàäà÷è (22),(2),(23)
ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ïî ïåðåìåííîé x è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

(13). Çäåñü

gε(t) =
{
ψ′(t) + a21(t)u

ε(t, x0) + a22(t)ψ(t)− µ1v
ε
xx(t, x0)

} 1

F (t, x0)
. (29)

Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (24)-(28),(7)-(9). Òîãäà ðåøåíèå (u, v, g)
ñèñòåìû

ut(t, x) + a11(t)u1(t, x) + a12(t)v(t, x) = µ1uxx(t, x) + f(t, x),

a21(t)u1(t, x) + a22v(t, x) = µ2vxx(t, x) + g(t)F (t, x), (30)

óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèÿì (16),(17),(23), ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â êëàññå

Kp−1,1,0
0 (QT ), è ïðè ε→ 0 âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (19),(20).
Òåîðåìà 6. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 3. Òîãäà ðåøåíèå (u, v, g) çàäà-

÷è (15),(2),(3) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â êëàññå Kp−1,1,0
0 (Π[0,T ]) è ïðè ε→ 0

∂juε

∂xj
→ ∂ju

∂xj
,
∂jvε

∂xj
→ ∂jv

∂xj
ðàâíîìåðíî â Π[0,T ],

gε → g â C[0, T ], j = 0, 1, . . . , p− 1, (31)∣∣∣∣∣ ∂j∂xj uε(t, x)− ∂j

∂xj
u(t, x)

∣∣∣∣∣ ≤ √εC, (t, x) ∈ Π[0,T ], j = 0, 1, 2, (32)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂muε∂xm

− ∂mu

∂xm

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L2(QT )

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂mvε∂xm

− ∂mv

∂xm

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L2(QT )

≤
√
εC, m = 0, 1, . . . , 4. (33)
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ãäå (u, v, g) ðåøåíèå çàäà÷è (15), (2), (3) è (uε, vε, gε) � ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2), (4).
Òåîðåìà 7. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 5. Òîãäà ðåøåíèå (u, v, g) çà-

äà÷è (30), (2), (23) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â êëàññå Kp−1,1,0
0 (Π[0,T ]) è ïðè ε → 0

âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (31)-(33), ãäå (u, v, g) � ðåøåíèå çàäà÷è (30), (2), (23) è
(uε, vε, gε) � ðåøåíèå çàäà÷è (22), (2), (23).
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