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Рассмотрим абстрактное уравнение Матьё—Хилла u′′(t) = −A2u + εF (ωt, u),
где t > 0, u(t) — искомая функция со значениями в гильбертовом пространстве,
A — линейный самосопряженный положительный оператор, ε — скалярный пара-
метр, отображение F (t, u) непрерывно и 2π-периодично по t. Подобную интерпре-
тацию допускают многие уравнения, возникающие в прикладных исследованиях.
При ε = 0 нулевое решение данного уравнения устойчиво по Ляпунову. Потеря
устойчивости при сколь угодно малых ε 6= 0, когда частота ω близка к опреде-
ленным критическим значениям, называется параметрическим резонансом. Для
линейных по u отображений F это явление изучается со второй половины XIX
века, и в настоящее время разработана достаточно полная математическая тео-
рия. Важная особенность нелинейных уравнений состоит в том, что критические
частоты зависят от амплитуд колебаний. Если условия резонанса выполняются
в начальный момент времени, то с ростом амплитуд они могут нарушаться. При
этом амплитуды уменьшаются и возвращаются к исходным значениям, а затем
весь процесс повторяется вновь и вновь. В теоретичской физике такие пульсации
амплитуд называются фазовыми колебаниями [1], подробное изучение которых
классическим методом усреднения Крылова—Боголюбова пока только начина-
ется. Но здесь возникает еще одна фундаментальная проблема малых знамена-
телей. Эту проблему можно преодолеть, используя разработанную ранее моди-
фикацию метода усреднения [2]. В результате для широкого класса уравнений с
операторами A, имеющими дискретный спектр, и с квадратичными по u возму-
щениями F удается установить [3], что динамика амплитуд колебаний при основ-
ном резонансе с высокой точностью описывается конечномерной динамической
системой.
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