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Рассмотрена задача оптимального управления для стационарных уравнений
дифракции акустических волн на трехмерном включении. Она заключается в ми-
нимизации отклонения поля давлений во включении от некоторого заданного, за
счет изменения источников звука во внешней среде. Разработан и реализован ал-
горитм решения задачи.

Пусть в пространстве R
3, заполненном однородной изотропной средой, имеется од-

нородное, ограниченное, изотропное включение Ωi со связной границей S. Положим
Ωe = R

3 \ Ωi и обозначим ρi(e), ci(e), γi(e) — плотность, скорость распространения аку-
стических колебаний и коэффициент поглощения в Ωi(e) соответственно. Предположим,
что в области Ωe имеются источники звука. Звуковые волны распространяются в про-
странстве и, достигая включения, рассеиваются на нем. В результате, в области Ωe

возникают отраженные волны, а в Ωi — проходящие волны.
Рассмотрим следующую задачу: изменяя источники звука в Ωe минимизировать от-

клонение поля давлений в Ωi (либо на некотором подмножестве Q ⊂ Ωi) от некоторого
требуемого. При этом изменение источников звука не должно быть «большим». Мате-
матически ее можно сформулировать следующим образом.

Найти функции f : S → C (управление) и Φi : Ωi → C, Φe : Ωe → C, удовлетворяю-
щие следующим условиям

∆Φi(e) + k2iΦi(e) = 0 в Ωi, (1)

Φi − Φe = g, pi
∂Φi

∂n
− pe

∂Φe

∂n
= f на S, (2)

∂Φe

∂|x|
− ikeΦe = o

(

|x|−1
)

при |x| → ∞, (3)

J(Φi, f) =
1

2

∫

Q

|Φi − Φd|
2 dx+

λ

2

∫

S

|f − fd|
2 ds→ min, f ∈ K. (4)

Здесь n = n(x) — единичный вектор нормали к поверхности S (направленный в
сторону Ωe),

k2i(e) =
ω(ω + iγi(e))

c2
i(e)

, pi(e) =
1

ρi(e)ω(ω + iγi(e))
,

ω — круговая частота колебаний; g, Φd, fd — заданные на соответствующих множествах
комлекснозначные функции, K — некоторое выпуклое множество функций, заданных
на S (множестве допустимых управлений).

∗Работа выполнена в рамках ФЦП (№ 02.740.11.0626), при поддержке грантов ДВО РАН (проект
№ 09-II-СО-005, № 09-I-П2-01), РФФИ (проекты № 11-01-00757) и Программы Президиума РАН № 2.
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В статье [1] был проведен теоретический анализ поставленной задачи (1)–(4). А
именно, доказана ее разрешимость, предложен алгоритм численного решения и обос-
нована его сходимость.

1. Алгоритм решения задачи (1)–(4).

Пусть e1, . . . , eM — линейно независимая система функций, заданных на S. Положим

KM = K ∩ Span {e1, . . . , eM}.

где Span {e1, . . . , eM} — линейная оболочка функций e1, . . . , eM .
Пусть UM — множество троек (Φi,Φe, f), удовлетворяющих (1)–(3), причем f ∈ KM .

Рассмотрим следующую задачу. Найти функции (Φ
(M)
i ,Φ

(M)
e , f (M)) ∈ UM такие, что

J(Φ
(M)
i , f (M)) ≤ J(Φi, f) ∀(Φi,Φe, f) ∈ UM . (5)

Вопрос о сходимости решения задачи (5) в к решению исходной задачи (1)–(4) рас-
смотрен в [1].

Пусть функции (Ψi,Ψe) и (Φk,i,Φk,e) являются решениями следующих задач дифрак-
ции

∆Ψi(e) + k2i(e)Ψi(e) = 0 в Ωi(e),

Ψi −Ψe = g, pi
∂Ψi

∂n
− pe

∂Ψe

∂n
= 0 на S,

∂Ψe

∂|x|
− ikeΨe = o

(

|x|−1
)

при |x| → ∞,

(6)

и

∆Ψk,i(e) + k2i(e)Ψk,i(e) = 0 в Ωi(e),

Ψk,i −Ψk,e = 0, pi
∂Ψk,i

∂n
− pe

∂Ψk,e

∂n
= ek на S,

∂Ψk

∂|x|
− ikeΨk = o

(

|x|−1
)

при |x| → ∞.

(7)

Определим функцию

ϕ(ξ) =
1

2

∫

Q

∣

∣

∣

∣

∣

M
∑

k=1

ξkΨk − Φd +Ψi

∣

∣

∣

∣

∣

2

dx+
λ

2

∫

S

∣

∣

∣

∣

∣

M
∑

k=1

ξkek − fd

∣

∣

∣

∣

∣

2

ds при ξ = (ξ1, . . . , ξM) ∈ R
M

и множество

Kξ =

{

ξ = (ξ1, . . . , ξM) ∈ R
M :

M
∑

k=1

ξkek ∈ KM

}

.

Тогда решение (5) определяется формулами

Φ
(M)
i = Ψi +

M
∑

k=1

ξkΨk,i, Φ(M)
e = Ψe +

M
∑

k=1

ξkΨk,e,

f (M) =
M
∑

k=1

ξkek, (ξ1, . . . ξM) = arg min
ξ∈Kξ

ϕ(ξ).
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Если, например, K = L2(S), то нахождение ξ1, . . . , ξM сводится к решению системы
линейных алгебраических уравнений.

Отметим, что при численном решении поставленной задачи основной объем вычис-
лений приходится на решение прямых задач дифракции (7).

2. Результаты численного решения

Условия расчетов

1. Ωi = Q — шар единичного радиуса с центром в начале координат.

2. Множество допустимых управлений K = L2(S).

3. Для решения задач дифракции (6) и (7) использовался алгоритм, описанный в [2].
Он состоит в следующем. Методами теории потенциала задача дифракции сводит-
ся к смешанной системе слабо сингулярных граничных интегральных уравнений
Фредгольма 1 и 2 рода на S. Аппроксимация интегральных уравнений системой
линейных алгебраических уравнений осуществляется при помощи разбиения еди-
ницы на S, связанного с системой узловых точек, а также согласованного с поряд-
ком дискретизации метода осреднения слабо сингулярных ядер интегральных опе-
раторов. Возникающие при дискретизации многократные интегралы вычисляются
аналитически. Это позволяет получать в явном виде формулы для аппроксима-
ции граничных интегральных операторов с особенностями в ядрах и использовать
их для вычисления коэффициентов систем линейных алгебраических уравнений.
При этом не требуется предварительная триангуляция поверхности.

Через N обозначаем число точек дискретизации, использованных при решении
задач дифракции.

4. Пусть Mϕ,Mθ ∈ N, M = Mϕ ·Mθ, ϕj =
2πj
Mϕ

, j = 0,Mϕ−1, θm = πm
Mθ

, m = 0,Mθ. В

качестве ek выбирались функции, половина которых в сферических координатах
(ρ, ϕ, θ), (ρ = |x|, ϕ — долгота, θ — широта) определяются формулами (функции
«шапочки» в координатах (ϕ, θ)):

ek(ϕ, θ) = h

(

√

|ϕj − ϕ|2 + |θm − θ|2
)

при k = jMθ +m, j = 0,Mϕ − 1, m = 0,Mθ,

h(t) =

{

exp
(

t2/(t2 − π2)
)

при |t| < π
0 при |t| ≥ π.

Вторая половина функций ek получена из определенных выше умножением на
мнимую единицу.

Исходные данные для тестовых расчетов выбирались следующим образом. Пусть
функция

Φd =

{

Φd,i в Ωi,
Φd,e в Ωe
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Рис. 1. Графики погрешности при (а) λ = 0; (б) λ = 5 (пример 1).

удовлетворяет уравнениям Гельмгольца (1) и условию излучения (3). Тогда, если

g = Φd,i − Φd,e, fd = pi
∂Φd,i

∂n
− pe

∂Φd,e

∂n
на S, (8)

то очевидным решением задачи (1)–(4) являются Φi = Φd,i,Φe = Φd,e, f = fd. То есть в
этом случае точное решение нам известно.

Обозначаем

δ =
‖Φi − Φ

∗

i ‖L2(Ωi)

‖Φ∗

i ‖L2(Ωi)

· 100

— относительная L2 - погрешность решения в Ωi (Φi — приближенное, а Φ∗

i — точное
решение).

Пример 1. Исходные данные

ρi = 5, ci = 1, γi = 0.02, ρe = 3, ce = 0.5, γe = 0.05, Φd(x) =

{

exp(ikix3) в Ωi,

|x|−1 exp(ike|x|) в Ωe.

Функции g и fd определяются формулами (8).
На рисунке 1 приведены графики зависимости относительной погрешности δ от чис-

ла M (число функций ek) при различных значениях N (число точек дискретизации
задачи дифракции).

Параметр λ = 0 для рис. 1 (а) и λ = 5 для рис. 1 (б).

Пример 2. Функция Φd имеет вид

Φd(x) =

{

(x1 + 1)(x2 + 1) cos(kix3) в Ωi,

|x|−1 exp(ike|x|) в Ωe.

Все остальные параметры такие же как и в примере 1.
На рисунке 2 приведены графики зависимости относительной погрешности δ от чис-

ла M при различных значениях N .
Параметр λ = 0 для рис. 2 (а) и λ = 5 для рис. 2 (б).
Из рисунков 1, 2 видно, что погрешность при разных значениях λ отличается незна-

чительно. Количество M функций ek оказывает большее влияние на погрешность, чем
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Рис. 2. Графики погрешности при (а) λ = 0; (б) λ = 5 (пример 2).

количество N точек дискретизации прямых задач дифракции. Анализируя результаты
проведенных тестовых расчетов, приходим к выводу, что предложенный численный ме-
тод сходится и позволяет эффективно решать задачи оптимизации акустических полей.

Пример 3 (задача гашение звука).

Φd = 0, fd =
exp (ike|x− y|)

|x− y|
, g = 0,

ρi = 5, ci = 1, γi = 0.02, ρe = 3, ce = 0.5, γe = 0.05.

С физической точки зрения это означает, что мы хотим «погасить» звуковое поле во
включении, создаваемое точечным источником.

На рис. 3 изображены линии уровня и проективная поверхность функции |Φi| на
квадрате |x1,2| ≤ 0.45, x3 = 0 при (а) λ = 0.01, (б) λ = 1.

На рис. 4 изображены проективные кривые функций |Φd| и |Φi| при разных значе-
ниях параметра λ на отрезке (а) |x2| ≤ 0.45, x1,3 = 0; (б) |x1| ≤ 0.45, x2,3 = 0.

Источник звуковых волн расположен справа от включения. На рис. 3 – 4 видно, что
наибольшее отклонение от требуемого поля происходит в той части включения, которая
находится ближе к источнику. Чем меньше значение λ, то есть, чем больше мы можем
изменять источники поля во внешней среде, тем ближе расчетное поле к нулю.

Численные эксперименты показывают, что используемые методы решения постав-
ленных задач обладают достаточно высокой точностью и удобны для реализации на
ЭВМ.
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Рис. 3. Линии уровня и проективная поверхность |Φi| при (а) λ = 0.01; (б) λ = 1.

Рис. 4. Проективные кривые функции |Φi| .


